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Introduzione

Tutte le tipologie murarie sono accomunate da un’elevata e durevole re-
sistenza a compressione, da un efficiente meccanismo resistivo a taglio,
e da una modesta, incerta e poco durevole resistenza a trazione.

Benché oggi elementi architettonici come volte e cupole abbiano
funzione principalmente ornamentale, in passato ricorrere a queste ti-
pologie strutturali era piuttosto una necessita che garantiva solidita, e-
vitava I'insorgere di tensioni di trazione e assicurava un efficace scarico
delle forze agli elementi portanti.

L’interesse verso edifici di interesse storico e architettonico non puo
prescindere dallo studio di questi elementi; e alla luce delle recenti
normative introdotte risulta indispensabile una metodologia che consen-
ta la valutazione del comportamento non lineare di queste strutture ma
ne garantisca al tempo stesso I'impiego in ambito professionale, con co-
sti computazionali ragionevoli.

I software attualmente disponibili in commercio per la verifica delle
strutture ad arco o delle volte sono basati su semplici metodi di statica
grafica che non consentono di indagare il comportamento non lineare
della struttura né, soprattutto, l'interazione dell’elemento strutturale
col resto dell’edificio. I pit avanzati programmi agli elementi finiti non
lineari, il cul costo computazionale € tale da renderli inapplicabili in
ambito professionale, consentono modellazioni accurate in ambito stati-
co non lineare tuttavia non consentono una modellazione attendibile
della risposta dinamica non lineare di tali tipologie strutturali.

Questo lavoro si pone 'ambizioso obiettivo di fornire uno strumento
impiegabile in ambito professionale per la valutazione del comporta-



mento non lineare di strutture voltate, fino ad arrivare alla possibilita
di modellare un edificio intero. A tal fine viene impiegato un approccio
per macro-elementi, particolarmente indicato per lo studio delle mura-
ture. Secondo tale approccio vengono introdotti un modello discreto, e-
quivalente a una porzione della muratura, e delle interfacce regolanti
I'interazione tra i macro-elementi.

Lo studio del comportamento d'insieme di un edificio puo essere va-
lutato dall’analisi delle suddette interazioni. Questo approccio, oltre ad
attribuire alla struttura un comportamento piu attinente a quello reale,
riduce di gran lunga 'onere computazionale richiesto dal calcolo rispetto
alla tradizionale modellazione agli elementi finiti, in quanto riduce no-
tevolmente 1 gradi di liberta del sistema.

La lista degli autori che hanno scelto questo approccio € ormai ab-
bastanza lunga (Braga, Liberatore et al. 1990,1997; Brancich e Lago-
marsino 1997; D’Asdia e Viskovic 1996, Magenes e Calvi 1996).

I1 modello proposto in questa tesi prende spunto e vuole essere
un’estensione di un macro-modello sviluppato presso I'Universita di Ca-
tania, che ha preso spunto da una Tesi di Laurea (Panto, 2003), e poi
approfondito ed ampliato con successivi lavori (Calio et al., 2004, 2005 e
2008, Panto, 2007), per lo studio di edifici in muratura composti da pa-
reti piane.

Tali studi sono tuttavia limitati allo studio del comportamento non
lineare di pareti piane. Non si riscontrano tuttavia esempi di macro-
modellazione estesi allo studio di strutture a geometria curva.

Lo studio delle strutture murarie piane presenta gia notevoli diffi-
colta, legate alla sensibilita dei parametri che ne determinano il com-
portamento non lineare, ma quello delle strutture murarie voltate ne e-
sibisce certamente anche altre legate alla complessita della geometria.
Tali aspetti risultano decisivi ai fini della definizione di un modello che
riesca a cogliere il comportamento non lineare di strutture spingenti:
I'irregolarita geometrica comporta delle complicazioni che nel presente
lavoro sono state affrontate preservando una filosofia di modellazione
semplice ed intuitiva, che tuttavia appare efficace.
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Il modello é stato implementato in un software e validato con risul-
tati disponibili in letteratura, sia in campo lineare che in quello non li-
neare.

La tesi € organizzata in quattro capitoli. Il primo € dedicato alla de-
scrizione dello stato dell’arte dei metodi di modellazione degli edifici in
muratura, con specifiche attenzioni per quelli a carattere storico e mo-
numentale.

I1 secondo e il terzo capitolo sono dedicati al modello proposto. In
particolare, nel secondo sono descritte le linee generali dell’approccio di
modellazione, ed € introdotto il modello cinematico. Nel terzo capitolo
invece si riporta nel dettaglio la formulazione delle procedure di taratu-
ra del modello proposto. L’ultimo capitolo, il quarto, € incentrato sulle
simulazioni numeriche che hanno consentito di verificare I'attendibilita
del modello, mediante confronti con risultati disponibili in letteratura
ottenuti da prove sperimentali o simulazioni numeriche condotte con al-
tri approcci.
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Capitolo 1

MODELLAZIONE STRUTTURALE DI EDIFICI
STORICI: STATO DELI’ARTE

La capacita di un edificio di resistere alle azioni sismiche dipende, oltre
che dalla resistenza, dalla capacita della struttura di subire un danneg-
giamento senza che si determini il collasso strutturale. L’entita della
dissipazione energetica associata al danneggiamento dipende dal tipo di
meccanismo di danno che si determina nell’elemento strutturale.

La modellazione numerica della risposta sismica di edifici in mura-
tura, e In particolare delle strutture a carattere storico e monumentale,
risulta estremamente complessa dovendo essere tale da simulare nume-
ricamente comportamenti reali che, sebbene sufficientemente chiari nel-
le modalita, risultano governati da grandezze fisiche difficilmente valu-
tabili ed estremamente disperse (come ad esempio la resistenza a tra-
zione da attribuire al solido murario), pertanto rimane una questione
aperta, per la quale sono proposte in letteratura svariate soluzioni. I va-
ri metodi proposti comprendono da un lato soluzioni rigorose e di detta-
glio difficilmente applicabili ad edifici al vero, dall’altro approcci sempli-
ficati che mirano alla valutazione della risposta globale sia in campo
statico che dinamico.

La maggior parte delle modellazioni semplificate proposte nella let-
teratura, soprattutto quelle orientate ad un uso pratico, non sono in
grado di cogliere tutti gli aspetti associati ai possibili meccanismi di col-
lasso; privilegiano, infatti, un approccio semplificato in molti casi si ri-
leva estremamente efficace, come ad esempio nella progettazione dei
nuovi edifici, che puo, pero, risultare inadeguato soprattutto nei con-



fronti della stima della vulnerabilita sismica di edifici storici, la cui ri-
sposta dinamica non sempre puo essere schematizzata con modelli sem-
plificati basati sull'ipotesi di comportamento scatolare e materiale iso-
tropo ed omogeneo.

Da questa breve introduzione risultano individuati 1 due principali
ambiti metodologici per lo studio del comportamento sismico di edifici
storici, o piu in generale, di edifici in muratura: approccio rigoroso e ap-
proccio semplificato. Gli approcci rigorosi vengono generalmente condot-
ti nell’ambito degli elementi finiti non lineari, dell’analisi limite, del me-
todo degli elementi di contorno e del metodo degli elementi distinti. Gli
approcci semplificati generalmente prevedono una suddivisione della
struttura in macro-elementi (0 macro-porzioni) significativi, di cul si
stima 1l comportamento non lineare; il loro assemblaggio restituisce una
stima della risposta non lineare dell'intera struttura.

Una classificazione completa dei metodi di modellazione esistenti in
muratura risulta difficoltosa, poiché, tra i diversi autori, non c’€¢ spesso
accordo circa la nomenclatura delle diverse tecniche di modellazione
proposte. In passato alcuni tentativi in questa direzione sono stati ope-
rati da Lourenco (2002) e Bosiljkov (2004).

Nel presente capitolo verranno sinteticamente esposte alcune delle
principali tecniche per la valutazione della resistenza di edifici in mura-
tura, con particolare attenzione per quelli a carattere storico e monu-
mentale.

Uno dei criteri utilizzati per la classificazione delle tecniche sulla
modellazione di edifici storici € quello della complessita dei modelli ma-
tematici adottati, connesso a sua volta con il progresso dei mezzi di cal-
colo, che col tempo diventano sempre piu potenti ed efficienti.

Per molti secoli gli unici criteri disponibili per la valutazione della
sicurezza strutturale di edifici in muratura sono stati i cosiddetti metodi
semplici. In tale categoria rientrano 1 criteri geometrici, basati quasi e-
sclusivamente sulle osservazioni sperimentali poi ricondotte, in termini
di regole pratiche, sulla disposizione dell’apparecchio murario e sui rap-
porti geometrici degli elementi resistenti.
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Nel XIX secolo si diffusero tecniche di statica grafica, utilizzate so-
prattutto per valutare la sicurezza degli archi e delle volte, basate sulla
costruzione della curva delle pressioni.

Tuttavia € solo nel secolo scorso che metodi scientificamente piu so-
lidi si affermano. Tra questi, uno dei metodi che ha avuto pit ampia dif-
fusione ¢ quello dell’analisi limite, di cui fu pioniere Heyman (1969 e
1972) che si occupod in particolare della statica dell’arco, ma anche pit in
generale, delle volte (1995).

In seguito, soprattutto grazie alll'impulso dato dall'introduzione del
metodo degli elementi finiti, si sono diffusi modelli strutturali sempre
piu raffinati, supportati anche dal progresso dei mezzi di calcolo. Come
verra descritto dettagliatamente piu avanti, uno dei filoni della ricerca
si & indirizzato verso l'applicazione di modelli strutturali semplificati,
allo scopo di contenere I'onere computazionale delle simulazioni numeri-
che, e di consentire modellazioni globali di interi edifici. Le metodologie
di calcolo facenti uso di modelli strutturali si sono sviluppate sulla base
di teorie e approcci spesso molto diversi tra loro, arricchendo fortemente
il panorama dei metodi di modellazione al punto che, anche lo stato
dell’arte in materia di modellazione di edifici in muratura a carattere
storico risulta oggetto di studio orientato al confronto e alla validazione
dei diversi approcci.

1. Incertezza dei parametri meccanici

Le strutture murarie sono costituite da un materiale composto, le cui
caratteristiche meccaniche sono difficilmente valutabili ed estremamen-
te variabili. Bisogna inoltre valutare che per la muratura a sacco, a due
paramenti o per quelle irregolari, risulta problematico persino determi-
nare le proprieta geometriche degli elementi resistenti. A differenza del-
le strutture in calcestruzzo armato o in acciaio, le cui caratteristiche di-
pendono in maniera quasi esclusiva dalle proprieta dei materiali com-
ponenti, in quelle in muratura le tecniche costruttive giocano un ruolo
fondamentale per la determinazione del comportamento meccanico del
solido murario.
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Dopo avere individuato la tipologia muraria, I'indicazione dei para-
metri meccanici da utilizzare richiede un serio impegno poiché, a causa
di differenti metodologie costruttive o in presenza di difetti locali, si
possono avere notevoli differenze anche all'interno del medesimo orga-
nismo strutturale.

L’incertezza legata all'individuazione dei parametri meccanici della
muratura, soprattutto con riferimento agli edifici storici, in molti casi
vanifica gli sforzi associati alla realizzazione di modellazioni molto evo-
lute (basate sull’attribuzione di legami costitutivi ‘no tension’) peraltro
estremamente sensibili alla scelta delle caratteristiche dei materiali.

2. Necessita di modelli globali

Un edificio in muratura puo esibire un comportamento pit o meno dutti-
le in relazione ai meccanismi di danno che si attivano in occasione di un
evento sismico. Gli edifici che esibiscono un comportamento scatolare
manifestano un danneggiamento diffuso garantendo un comportamento
duttile che, in molti casi, rende 'edificio in grado di fronteggiare eventi
sismici di entita anche rilevante. Tale concetto € noto da tempo e am-
piamente richiamato nelle normative nazionali che orientano il progetto
di nuovi edifici in modo da ottenere strutture dal comportamento scato-
lare dotate di una significativa duttilita globale. Cio porta a concludere
che, nello studio sismico delle strutture in muratura diviene di fonda-
mentale importanza una modellazione globale dell’'organismo struttura-
le. Modellazioni di tipo semplificate nelle quali vengono considerate sin-
gole pareti o singoli componenti strutturali, resi indipendenti dal resto,
possono fornire utili indicazioni in termini di resistenza ma, in genere,
non consentono una semplice valutazione del comportamento duttile
dell’intero organismo strutturale in occasione di eventi sismici.

3. Importanza dei particolari costruttivi e dello stato di con-
servazione della struttura

Da quanto sinteticamente espresso nei paragrafi precedenti emerge co-
me l'analisi di strutture esistenti in muratura non puo prescindere da
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un accurato esame del corpo di fabbrica. Tale esame deve essere mirato
ad accertare le tecniche costruttive, 1 materiali utilizzati, nonché lo stato
di degrado della struttura e 'eventuale presenza di danneggiamenti lo-
cali (dissesti, lesioni, distacchi delle pareti nei cantonali, etc.). Questo
passo preliminare ¢ fondamentale per comprendere il comportamento
qualitativo della struttura e per individuare i parametri di resistenza e
di deformabilita che dovranno poi essere impiegati nelle analisi numeri-
che e soprattutto per la scelta, non banale, della modellazione da adot-
tare. Tale scelta non puo pertanto prescindere da un’attenta analisi
dell’esistente e dei dettagli costruttivi. Tuttavia il grado di dettaglio del-
la modellazione deve essere il giusto compromesso tra costi e benefici
ovvero tra oneri computazionali e risultati che ci si propone di ottenere.
Il peso che puo essere attribuito a ognuno dei contrapposti interessi e
certamente diverso se le analisi da condurre sono relative a scopi di ri-
cerca o all’ambito professionale. Nel secondo caso viene quasi sempre
adoperato un approccio semplice che, pur non cogliendo appieno il com-
portamento non lineare di dettaglio della struttura, presenta il notevole
vantaggio di essere compatibile con le conoscenze della maggioranza dei
professionisti del settore e di fornire in tempi brevi risultati facilmente
interpretabili purché conservino un’adeguata attendibilita.

4. Classificazione dei metodi di modellazione e di analisi

L’estrema complessita delle problematiche associate alla modellazione
delle strutture in muratura, nonché I'attualita e I'impatto sociale che ri-
veste 1l problema della stima della resistenza sismica delle murature,
ha orientato la ricerca specifica del settore, negli ultimi decenni, alla
formulazione di molteplici metodi di modellazione, parecchio differenti
tra loro per complessita, ipotesi di base, grado di dettaglio dei risultati,
onere computazionale richiesto.

Quanto segue si predispone a descrivere alcune delle modellazioni re-
centemente proposte e discusse. Si avra senz’altro modo di osservare
come siano stati utilizzati praticamente tutti i possibili approcci di ana-
lisi, propri dellingegneria strutturale, segno che la problematica non
ammette una via preferenziale di risoluzione univocamente riconosciu-
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ta. Il principale discriminante e costituito dall’onere computazionale as-
sociato alla modellazione e al tipo di analisi che si intende effettuare, da
questo punto di vista & possibile individuare diverse classificazioni sia
in termini di modellazione che di analisi.
In termini di modellazione in una prima classificazione generale con-
viene distinguere tra:

- modelli agli elementi finiti non-lineari,;

- modelli agli elementi di contorno;

- modelli agli elementi distinti;

- modelli discreti o macro-modelli.

Per ciascuno di queste modellazioni risultano, in linea di principio,

applicabili le seguenti tipologie di analisi non-lineare:
- analisi statica incrementale o push-over;
- analisi dinamica incrementale;
- analisi limite.

Tuttavia, 'applicazione dell’analisi limite, a differenza delle altre
modellazioni, presuppone l'individuazione a priori dei potenziali mecca-
nismi di crisi o la risoluzione di un problema di ottimizzazione, per que-
sto motivo sono stati proposti e implementati in software specifici alcuni
modelli orientati all’applicazione dell’analisi limite, che meritano una
trattazione a parte. A seguire si descriveranno pregi e difetti di ciascuna
metodologia di modellazione rimandando alla letteratura specifica ulte-
riori approfondimenti.

5. Metodo agli elementi finiti non lineari

L’approccio agli elementi finiti non lineari & certamente il piu versatile
nell’ambito degli approcci piu accurati disponibili in letteratura. E basa-
to sulla descrizione di elementi finiti piani o solidi, ai quali vengono as-
sociati legami costitutivi con diverso comportamento a trazione e a com-
pressione. In particolare le leggi costitutive sono caratterizzate da una
resistenza a trazione limitata o nulla. Essendo infatti un materiale con
comportamento fratturante, particolare attenzione va prestata al tipo di
legame costitutivo e di modello meccanico utilizzati. A tale scopo, in ac-
cordo con la classificazione proposta in Lourenco et al. (2007), verranno



Capitolo 1 — Modellazione strutturale di edifici storici: 13
stato dell’arte

sinteticamente descritti 1 differenti approcci di modellazione per la si-
mulazione del comportamento della muratura mediante elementi finiti
non lineari, che possono essere suddivisi in due classi orientate a due
diverse scale di modellazione:

- modelli continui (o “macro-models”), in cui viene utilizzato
un unico elemento finito per rappresentare il comportamento
della muratura pensata come solido omogeneo;

- modelli discontinui (o “micro-models”), in cuil vengono discre-
tizzati in maniera distinta gli elementi della muratura (bloc-
chi o elementi lapidei) e 1 giunti di malta.

I primi si avvalgono di tecniche di omogeneizzazione allo scopo di
poter definire un continuo equivalente alla tessitura muraria. In prati-
ca, pur essendo la muratura composta di malta e mattoni, che sono ele-
menti dotati di differenti caratteristiche dei materiali, vengono indivi-
duati dei moduli ricorrenti e stabilite delle caratteristiche equivalenti al
singolo modulo che puo pertanto essere modellato come un continuo.

Nei modelli discontinui, invece, ogni componente (conci e letti di malta)
viene modellato separatamente, e a ciascuno vengono attribuite le corri-
spondenti proprieta costitutive. La micro-modellazione presenta il van-
taggio di risultare perfettamente coerente dal punto di vista teorico e
formale, elegante dal punto di vista matematico, svincolata dalla neces-
sita di introdurre a priori ipotesi sulla risposta, circostanza che la rende
applicabile in modo del tutto generale e la colloca tra i metodi di model-
lazione piu avanzata. Tuttavia essa richiede un onere computazionale
estremamente elevato e in molti casi tale da renderla, allo stato attuale,
inapplicabile per la simulazione della risposta dinamica di interi edifici.
Inoltre I'estrema sensibilita alla scelta di alcuni parametri caratteristici
del materiale, primo tra tutti il valore della resistenza a trazione, porta
in genere le modellazioni di dettaglio a stime dal basso dell’effettiva re-
sistenza della struttura, a causa di problemi legati alla non convergenza
della soluzione o all'instaurarsi meccanismi di collasso locali, irrilevanti
da un punto di vista globale, che tuttavia determinano l'interruzione
dell’analisi numerica. Occorre comunque riconoscere esse sono attual-
mente ritenute le pit avanzate modellazioni nell’ambito della ricerca
scientifica, e anche se oggigiorno non risultano le piu adeguate per la
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modellazione del comportamento sismico di interi edifici, rivestono, con
riferimento alle modellazioni semplificate, un importante ruolo di con-
fronto, verifica e taratura dei parametri.

Per le loro peculiari caratteristiche 1 modelli continui sono orientati
alla modellazione di interi edifici, mentre quelli discontinui sono rivolti
a modellazioni di dettaglio.

Nella figura sottostante € riportata una schematizzazione riassun-
tiva dei principali approcci agli elementi finiti.

) ) FEM - standard

Tecnichedi tutti i fenomeni plastici sono
Elementi finiti omogenizzazione afidati al legame costitutivo
continui

Elementi — X-FEM

Finiti discontinuita nel campo di
spostamenti simulano le
fratture

mesh reale

Elementi finiti con
elementi di interfaccia

mesh random
Figura 1.1. Classificazione di modelli FEM

5.1. Modelli continui

La muratura ¢ un materiale composto da mattoni (o blocchi) e malta. Se
risulta individuabile una disposizione regolare dei mattoni le tecniche di
omogeneizzazione rappresentano un potente strumento per I'analisi
strutturale. Le tecniche di omogeneizzazione seguono un approccio di
tipo macroscopico, nel quale non si distingue piu tra gli elementi che co-
stituiscono la tessitura muraria e i giunti di malta. In questo caso viene
introdotto un unico elemento finito, che ha il compito di simulare il
comportamento globale del materiale “muratura”. L’omogeneizzazione
delle proprieta meccaniche ha riscosso negli ultimi decenni l'interesse di
parecchi autori e ha portato alla definizione di molteplici procedure di
omogeneizzazione, ormai disponibili in letteratura, e che possono segui-
re diversi approcci.
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Un metodo piuttosto generale e rigoroso, almeno in via teorica, con-
siste nell’utilizzo di un continuo generalizzato alla Cosserat. In
quest’ambito le prime proposte sono state formulate da Besdo (1985) e
Mihkhaus (1993). Sebbene il continuo alla Cosserat sia stato ripreso re-
centemente da alcuni autori (Stefanou et al., 2008), limitandosi gene-
ralmente al campo lineare, recentemente sono state avanzate alcune
proposte per I'estensione del modello anche al campo non lineare (Ad-
dessi, 2010). Sono state inoltre condotte alcune simulazioni, mirate al
confronto tra continuo alla Cosserat e alla Cauchy (Trovalusci e Masiani
1996, Salerno e De Felice 2009). A causa della sua complessita
Papproccio alla Cosserat non € mai stata applicato a casi di studio reali,
infatti, si & progressivamente diffuso 1'utilizzo di un materiale omogeneo
equivalente per la muratura, le cui caratteristiche possono essere asse-
gnate definendo, per stabilire le relazioni che permettono di ottenere un
materiale omogeneo equivalente alla muratura € quella di individuare
un modulo base ricorrente e definire su di esso delle grandezze medie.
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Figura 1.2. Esempio di definizione della cella elementare (Zucchini e Lourenco,
2002)

La formalizzazione della tecnica dell'omogeneizzazione avvenne ad
opera di Bakhvalov e Panasenko nel 1989.

Esistono due metodologie principali per la definizione di un modello
continuo, entrambe basate sull’individuazione di una cella base. Il pri-
mo & basato sulla taratura del modello continuo mediante modellazioni
di dettaglio o sperimentazioni dirette condotte esclusivamente sulla cel-
la elementare. La definizione delle caratteristiche equivalenti del mo-
dello continuo avviene quindi su tali dati. Tale approccio € sicuramente
il piu accurato tra 1 due, ma non consente di ottenere le proprieta da at-
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tribuire all’equivalente continuo in una forma chiusa. In accordo con
questo tipo di approccio esistono diverse proposte; in particolare tale
tecnica € stata introdotta da Anthoine che ’ha prima formalizzata (1995
e 1997) e successivamente applicata con Pegon (1997). Altri autori
I'hanno fatta propria e quindi proposta con alcune variazioni (e.g. Ur-
banski, 1995).

Il secondo approccio consiste nella semplificazione della geometria
della cella, allo scopo di individuare delle soluzioni per
l'omogeneizzazione in forma chiusa. Tale approccio sebbene approssima-
to, € di pit immediata interpretazione, e, per tanto, piu diffuso.

Nell’ambito di tale metodo sono state avanzate numerose proposte:
Pande et al. (1989) e di Maier (1991) utilizzano funzioni di danneggia-
mento, Pietruszezak e Niu (1992), e dopo qualche anno quelle Lee et al.
(1996) un modello fratturante, Lourenco (1996) si avvale di un modello
plastico, mentre Uva e Salerno (2006) di un modello con danno ed attri-
to. In tutti questi casi 'approccio consta di due fasi: nella prima una fila
di mattoni viene omogeneizzata con i giunti di malta verticali tra loro
interposti, mentre nella seconda fase le file di mattoni vengono omoge-
neizzate le une con le altre. Questa procedura presenta tuttavia il limite
di non tenere conto dell’effettiva tessitura muraria.

Sono, quindi, stati introdotti ulteriori modelli che tengono conto di
una valutazione piu dettagliata dell'interazione tra le diverse compo-
nenti della cella base. Tali proposte sono dovute a Lopez et al. (1999),
van der Plujim (1999), e Zucchini e Lourenco (2002 e 2009), aventi af-
frontato la questione in maniera indipendente.

Altri approcci, formulati da Luciano e Sacco (1997 e 1998), Gamba-
rotta e Lagomarsino (1997a), De Buhan e De Felice (1997), Lourenco
(2000), Sab (2003), Calderini e Lagomarsino (2006 e 2008), Sacco (2009)
s1 basano sull’osservazione che il collasso della muratura avviene con il
danneggiamento (a taglio, o a fessurazione) dei giunti di malta. Tali app
Nel 2004 autori come Carbone e Codegone, avvalendosi dei principi va-
riazionali, hanno introdotto altri approcci per la derivazione delle pro-
prieta omogeneizzate, seppur limitando lo studio al campo elastico.

Le tecniche di omogeneizzazione, prima applicate al caso piano, so-
no inoltre state estese al campo tridimensionale, includendo pertanto le
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azioni fuori piano. Ad esempio Cecchi, che aveva inizialmente formulato
una proposta per il comportamento con Di Marco (2000), con Rizzi
(2001) con Sab (2002a), ha successivamente esteso tale formulazione con
Sab (2002b) studiando il comportamento tridimensionale nel dettaglio
con Milani e Tralli (2005); un’altra proposta € infine dovuta a Chen-
gqing e Hong (2006).

Le tecniche di omogeneizzazione sono state inoltre estese al caso di
murature non regolari, nelle quali cioé non ¢ possibile individuare una
cella base modulare (Cluni e Gusella 2003, Stefanou et al. 2010).

5.2. Modelli discontinui

I modelli discontinui consistono nella modellazione separata dei mattoni
dei giunti di malta e dell'interfaccia mattone-malta (e.g. Fouchal et al.,
2009), adottando per ciascuna di tali componenti un’appropriata legge
costitutiva. Questo approccio restituisce risultati molto accurati soprat-
tutto a livello locale.

Esistono poi approcci leggermente piu semplificati, secondo 1 quali
le proprieta della malta e dell'interfaccia con 1 mattoni sono concentrati
In un unico elemento. Tali approcci da un lato riducono I'accuratezza
della soluzione, dall’altro garantiscono un onere computazionale inferio-
re. I mattoni vengono in genere modellati mediante elementi rigidi o e-
lastici, mentre gli elementi di interfaccia hanno il compito di simulare il
distacco degli elementi contigui a seguito delle tensioni normali di tra-
zione e lo scorrimento. La scelta della mesh e la conseguente disposizio-
ne degli elementi di interfaccia puo seguire due possibili criteri.

Puo essere proposta una mesh che riproduce fedelmente la tessitura
muraria con gli elementi e 1 giunti di malta disposti secondo la reale di-
stribuzione. A partire da Page (1978) e Lofti e Shing (1994) questo ap-
proccio € stato applicato frequentemente per una modellazione detta-
gliata di piccoli pareti murarie. In particolare vanno certamente ricor-
dati Lourenco e Rots (1997a), Formica et al. (2002), Pelissou e Lebon
(2009), Rekik e Lebon (2010), oltre a Giambanco et al. (1997 e 2001) e
Senthivel e Lourenco (2009) che propongono un modello di interfaccia
tra 1 blocchi con spessore nullo.
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Figura 1.3. Modelli agli elementi finiti con elementi di interfaccia: esempio di
modello che riproduce la reale tessitura (Lourenco e Rots, 1997a)

Alcuni studi, inoltre, sono inerenti all'introduzione di specifiche in-
terfacce con particolare riferimento al loro comportamento ciclico (e.g.
Oliveira e Lourenco, 2004).

Una tipologia strutturale che ben si presta all'impiego dei modelli
discontinui €& quella della muratura a blocchi con giunti a secco, per la
quale modelli di interfacce coesive riescono a cogliere con efficacia il suo
comportamento non lineare. Alcune applicazioni, come quelle proposte
da Caddemi et al. (2010) e Rizzo et al. (2010) riguardano valutazioni
della risposta non lineare di templi greci.

Un altro procedimento consiste nel considerare una mesh che ripro-
duce mediamente l'effettiva distribuzione dei giunti di malta che in al-
cuni casi puo essere generata in modo casuale.

Un esempio di questo tipo € stato proposto da Beer (1985) e imple-
mentato in un software di calcolo denominato CASTEM 2000,
all'interno del quale sono state sviluppate da Pegon et al. (2001) delle
procedure di generazione automatica della mesh.

Block geometry Generation of the mesh
T

Coarse mesh of the block  Generation of the contour line Generation of the mesh
split into facets of the facets of the facets



Capitolo 1 — Modellazione strutturale di edifici storici: 19
stato dell’arte

Figura 1.4. Esempio di modello con generazione random automatica della mesh
(Pegon et al., 2001)

Tutti questi modelli vengono tuttavia applicati in un ambito estre-
mamente ristretto, poiché I'altissimo dettaglio con cui vengono modellati
gli elementi in muratura comporta un restringimento del campo di im-
piego; pertanto le applicazioni sono in genere rivolte alla simulazione di
prove di laboratorio condotte su piccoli pannelli murari.

5.3. Legami costitutivi

Un aspetto caratteristico dei modelli con elementi finiti € associato
alla definizione del legame costitutivo con degrado che deve riprodurre il
comportamento fratturante del solido murario. In letteratura vi sono
numerosi legami appositamente studiati per la simulazione del compor-
tamento meccanico dei solidi murari, caratterizzato da una esigua resi-
stenza a trazione: Di Pasquale (1992), Gambarotta e Lagomarsino
(1996b). Un’ulteriore evoluzione delle modellazioni agli elementi finiti,
orientata ad una riduzione dell’onere computazionale, & rappresentata
dai cosiddetti X-FEM (eXtended Finite Element Method), elementi finiti
che consentono di avere al loro interno campi di spostamento disconti-
nui o punti di localizzazione delle deformazioni che simulano i fenomeni
di frattura. In tale categoria puo essere collocato il modello proposto da
Pietruszczak e Ushaksaraei (2003) che prevede I'esistenza di un piano
critico interno a ciascun elemento, il cul orientamento non viene impo-
sto a priori, ma determinato massimizzando una funzione di collasso.

Nei paragrafi che seguono viene riportata una breve descrizione di
alcuni modelli agli elementi finiti di tipo fratturante, implementati in
alcuni software di calcolo strutturale e utilizzati soprattutto nell’ambito
della ricerca. Successivamente vengono descritti alcuni modelli costitu-
tivi che sfruttano approcei differenti: il primo € quello proposto da Gam-
barotta e Lagomarsino (1997b), basato su un legame costitutivo ripropo-
sto dagli stessi autori anche con riferimento ad una modellazione discre-
ta descritta nel paragrafo relativo alle macro-modellazioni, il secondo e
dovuto a Lourenco et al. (1997b) e si basa su un modello di plasticita con
softening applicato a materiali ortotropi, infine viene presentato il mo-
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dello di Creazza et al. (2002), basato sull’utilizzo di funzioni di danneg-
giamento.

5.3.1. Cenni su alcuni legami di tipo no tension

Alcuni tra 1 codici di calcolo piu evoluti presenti attualmente sul merca-
to dispongono di elementi finiti non-lineari che consentono di modellare
materiali di tipo fessurante.

Nel codice di calcolo ABAQUS ¢ disponibile un elemento denomina-
to concrete, che consente di modellare materiali con comportamento di
tipo fragile quali il calcestruzzo semplice o armato con piccole pressioni
di confinamento, e la muratura. Il comportamento del materiale & ini-
zialmente isotropo, ma a seguito della formazione delle fessure si intro-
duce un’anisotropia. Tali fessure provocano un graduale degrado della
rigidezza. Non vengono prese in considerazione le deformazioni plasti-
che associate alla chiusura delle fessure che si assume totale al momen-
to in cui lo sforzo normale di trazione ridiviene di compressione. Si uti-
lizza il criterio di rottura Mohr-Coulomb. Ai fini caratterizzazione del
comportamento meccanico del materiale, il parametro che caratterizza il
comportamento fessurante ¢ l'energia spesa per la formazione di una
frattura di area unitaria (energia di frattura).

La regola costitutiva € assegnata per mezzo di una legge
o—¢ monoassiale e del coefficiente v di Poisson. Il legame a trazione e di
tipo lineare fino alla fessurazione e presenta un successivo softening. I
risultati che si ottengono risultano fortemente condizionati dal valore
della resistenza a trazione.
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Figura 1.5. Legame costitutivo monodimensionale di tipo fratturante
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Anche nel codice di calcolo ADINA e implementato un elemento de-
nominato concrete pensato soprattutto per descrivere il comportamento
del calcestruzzo. In tale modello viene considerato un legame costitutivo
ortotropo rispetto agli assi principali di tensione come descritto nel Ma-
nuale Utente (2005).

5.3.2. Legame costitutivo a piani di danneggiamento di
Gambarotta e Lagomarsino

Tale modello € stato sviluppato da Gambarotta e Lagomarsino (1997b)
esplicitamente per la modellazione della muratura. Si considera un con-
tinuo omogeneo e ortotropo, con degrado delle caratteristiche meccani-
che che puo avvenire lungo dei piani di danneggiamento individuati dal-
la direzione dei giunti di malta orizzontali.

Tale degrado, come verra meglio descritto in seguito, puo essere di
due diverse nature: o dal danno causato dal progressivo distacco dei
giunti di malta o dallo schiacciamento dei mattoni o dal danno legato
agli scorrimenti lungo gli stessi giunti.

muratura modello continuo

C T T 00 aa
A i A T o
1l t

2 W77 A0 D (En,Et,G,v)
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(Eb,Gb,vb) volume di controllo

Figura 1.6. Muratura reale e continuo equivalente elastico ortotropo

Il grado di danneggiamento viene caratterizzato da una variabile
scalare (a) che evolve, durante I'analisi, dal valore iniziale zero (mate-
riale integro) fino al valore uno che caratterizza le condizioni di rottura
del materiale.

Le caratteristiche elastiche del modello continuo omogeneizzato
vengono definite, partendo dalle caratteristiche elastiche dei mattoni e
della malta.
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Si indichino con Kb, Gb, w» 1 parametri elastici dei mattoni, con En,
Gm, vmn quelli della malta, con b e s le dimensioni geometriche rispetti-
vamente dei mattoni e dei giunti di malta; allora le caratteristiche

dell'insieme omogeneo risultano date da:

dove nm e np sono due rapporti geometrici e valgono

n = S
" b+s
n =1-1m,

Con riferimento agli assi n e ¢ indicati in figura, la matrice di flessi-

bilita assume la forma:

1 v
En En
ki=|-X L o
e E
o L
i G

I1 legame elasto-plastico che governa il modello & dato dalla relazio-

ne
o =K, -(e—gp')

dove o=/o:, on, 7]t € 1l vettore delle tensioni

&=[e,en, 1, 51=[0,&",)]t sono rispettivamente il vettore delle deformazioni

totali e il vettore delle deformazioni plastiche.

Si1 noti come vengano trascurate il formarsi di deformazioni plastiche in

direzione t.



Capitolo 1 — Modellazione strutturale di edifici storici: 23
stato dell’arte

lsn
T
ot
— | T

|

Figura 1.7. Componenti tensionali riferite al sistema di riferimento

Si noti che il vettore delle deformazioni plastiche si ottiene dalla
somma del contributo dovuto ai mattoni (&»?) e di quello della malta
(gmpl)_

&” :Um'grgl +77b'5bpl

Riferendosi per adesso alla sola malta, viene assunto che le compo-

nenti di deformazione plastica possano esprimersi nella forma
|
8r$| = h(am) -H (O-n) Oy
|
n =K(ap)-(r— 1)
am € la variabile che indica lo stato di danneggiamento della malta,
f e la forza di attrito che si instaura in corrispondenza dei giunti di mal-
ta allorché la tensione normale al giunto stesso € di compressione, H e
la funzione gradino di Heaviside definita come segue
H(x)=0 perx <0
H(x)=1 per x >0

Tale funzione consente di considerare il carattere monolatero del
vincolo offerto dalla malta. Si suppone, infatti, che essa rappresenti la
componente In cui concentrare il danneggiamento in corrispondenza di
uno sforzo di trazione, mentre quando la tensione normale al piano di
danneggiamento ¢ di compressione, il contatto tra 1 mattoni adiacenti ¢
il fattore che determina la reazione.

h e k sono due funzioni di an. Esse risultano positive e si azzerano
solo per a=0. Gli autori, al fine di non appesantire la formulazione del
modello, definiscono tali funzioni in maniera estremamente semplice
come
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h=c, -,

k=c, o,

L’evoluzione del sistema, vale a dire dell'insieme delle variabili di
stato a, f e delle deformazioni plastiche g e jp1, € governato da due di-
stinte superfici di plasticizzazione e dai relativi legami associati.

La prima condizione di ammissibilita plastica determina lattivarsi
degli scorrimenti angolari ed € da prendere in considerazione solo se la
on € di compressione. In termini di leggi di flusso plastico si ha

¢S=|f|+y-an <0
y* =sign(f)-4
120,1-0,=4-¢,=0
La seconda condizione determina l'attivarsi di incrementi di danno
(incrementi di a), e puo essere espressa dalle seguenti equazioni
Dam = Ym - Rﬂ <0
a,20
A Pym :dm'¢dm =0
Il termine Yn rappresenta l'energia disponibile per compiere il pro-
cesso di danneggiamento, mentre R rappresenta I'energia richiesta af-
finché si possa estendere il danno, ed € una proprieta del materiale. Si
possono avere incrementi di danno solo quando I'energia disponibile e-
guaglia I'energia richiesta.
La funzione di tenacita viene supposta dipendente solo da am, men-
tre P'energia disponibile (Yn) si puo esprimere nella forma

_1onh . SR SO S it (1o f)
Y = H(O'n)anJrzaa (7 f)—2C H(O'n)anJrZCmt (r—f)

" 2 oa m

Allorché si raggiunge il massimo di R» (convenzionalmente per a=1)

il materiale giunge a rottura, con una conseguente fase di softening nel-

la quale I'energia richiesta per successivi incrementi di danno decresce,
tendendo asintoticamente a zero per o che tende a infinito.
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Rm,Ym

Rme -
/\ Ym

1 o

Figura 1.8. Funzione di tenacita

Dalla condizione ¢um(a@=1)=0 si ricava il dominio di rottura, rappre-
sentato in figura, assieme al dominio di primo snervamento che rac-
chiude tutti gli stati tensionali caratterizzati da un valore del danno
nullo.

t]
|t [+pon=tmr

Superficie di rottura

[t [+pon=0

Dominio elastico

Figura 1.9. Dominio elastico e di rottura

I termini omr € zmr possono essere considerati convenzionalmente
come 1 valori della resistenza a trazione e a taglio della malta, e risulta-

no
o, =+2'R./Cy
T =0 ¥4/C [ Cyp

La figura sottostante riporta 1 risultati di una simulazione numeri-
ca che riproduce una prova di trazione monoassiale sulla muratura. Si
nota il successivo degrado delle caratteristiche meccaniche dovute al
danneggiamento per la progressiva fessurazione dei giunti di malta.
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La rottura avviene, coerentemente con il dominio di rottura prece-
dentemente illustrato, in corrispondenza di un valore della tensione pari
a omr. Lo scarico per un valore della tensione corrispondente al materia-
le fessurato avviene secondo un andamento lineare con rigidezza orien-
tata all’'origine, in modo da simulare chiusura completa delle fessure se
il carico viene completamente rimosso.

on/omr
1k

0 ! ! | |
0 1 2 3 4 enfemr

Figura 1.10. Simulazione numerica di una prova a trazione monoassiale sulla

malta

La figura seguente illustra invece la simulazione di una prova a
scorrimento in cui si considera o costante. L’ordinata del grafico riporta
le tensioni tangenziali normalizzate rispetto a o =zmr-uon.

Superato il valore di picco della resistenza si ha una fase di softe-
ning con tensione tangenziale che tende asintoticamente a uon.

La figura mostra anche il complesso comportamento isteretico, si
nota subito come la rigidezza elastica di scarico si degradi man mano
che aumenta lo scorrimento da cui si parte a scaricare, e allo stesso
tempo aumenta 'area del ciclo di isteresi.

Scaricando completamente il carico, non si ha il recupero completo
delle deformazioni ma si ha uno scorrimento residuo.

T/

1-

pon/tr — -

/ I
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Figura 1.11. Simulazione numerica di una prova a scorrimento sulla malta

I1 modello plastico dei mattoni € del tutto analogo a quello previsto
per la malta. In particolare le deformazioni plastiche si possono scrivere
nella forma

|
& =Gy, H(-0,) 0

n

prl =Cy T

Si noti che, mentre la malta poteva danneggiarsi solo a seguito di
sforzi di trazione, il danneggiamento dei mattoni € previsto solo se si &
in presenza di sforzi di compressione. In sintesi il modello concentra il
danneggiamento per trazione della muratura in corrispondenza della
malta e quello per compressione in corrispondenza dei mattoni.

La condizione limite che regola il danno per 1 mattoni € solo quella
per compressione (manca una condizione limite di scorrimento analoga
alla malta). Tale condizione, in maniera analoga al caso della malta, &
definita come differenza tra I’energia disponibile per la propagazione del
danno (Y») e 'energia richiesta (R») e si aggiungera alle due condizioni
di danneggiamento della malta per la risoluzione del problema incre-

mentale
P, =Y, — R, <0
a,20

Oy Pgy = Ay Py =0
L’energia disponibile si puo scrivere come

1 2, 1 2
Yb :E'Cbn H (_Gn)'o-n +§'Cbt T
La soluzione del problema incrementale si pud pertanto ottenere
risolvendo il seguente problema complementare:
- Caso di giunti in compressione (0,<0)
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gos:|f|+,u-0'n <0
Dam = Ym - Rﬂ <0
P =Y~ R <0
o =sign(f)-4
1>0,6,>0,a,>0
l-gp.=1-¢,=0
A Pym =6'xm'q')dm =0
Uy~ Py = Uy~ Py =0
- Caso di giunti in trazione (o»>0)
Pam = Ym - Rm <0
P =Y~ R <0
a,20,a,20
am'¢dm =dm'¢dm =O
Oy Py =y P, =0
I1 dominio completo, mostrato in figura, si ottiene considerando il
precedente e aggiungendo la condizione di rottura per i1 mattoni che si

esprime come gas(an=1)=0.
Le resistenze a compressione e a taglio dei mattoni sono date da

Oy :\IZRbc/Cbn
Ty :O-br'\/Cbn/Cbt

Le funzioni di tenacita R, assumono invece la seguente forma

R(a)=F{3.a se O<a<l
R(a)=R -a” sea>1
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It

T [ +HON=T .. .
e [pon=cmr Superficie di rottura malta
Superficie di rottura
[T +uon=0 mattoni br L
Superficie di rottura
== globale
_= \\\\
F \\\\\
G \\\\
VY [
// | r
/ X
/ N\
\!
\\
[ \.
Cbr omr on

Dominio elastico

Figura 1.12. Dominio elastico e di rottura globale

Si conclude la descrizione di questo modello con alcune osservazioni.
In precedenza si notato come il danneggiamento globale della muratura
e stato attribuito per intero alla malta nel caso in cui le tensioni normali
ai piani di danneggiamento fossero di trazione, e interamente ai mattoni
nel caso di compressione. Ne deriva che 1 parametri di resistenza e de-
formabilita che caratterizzano le condizioni di rottura a trazione della
malta, devono essere visti come parametri di resistenza e deformabilita
a trazione della muratura. In egual modo 1 parametri che caratterizzano
1l comportamento a compressione deli mattoni, rappresentano la resi-
stenza a compressione dell'intera muratura.

Essi si ottengono attraverso prove sperimentali effettuate sui singo-
li componenti e su campioni di muratura.

5.3.3. Il modello di plasticita con softening di Lourenco et al.

L’approccio proposto da Lourenco et al. (1997b), applicato ad elementi
piani, & basato su legami costitutivi con softening applicati a materiali
ortotropi. Vengono distinti i criteri di rottura a trazione e a compressio-
ne: per la trazione si fa riferimento al criterio di rottura di Rankine,
mentre per la compressione viene utilizzato il criterio di Hill.
Si consideri dapprima il comportamento a trazione.

Con riferimento alla prima direzione principale, per tener conto del
softening, la formulazione di Rankine viene cosi generalizzata:
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2
o.to c,—C —
_ y x Oy 2
f,= + [ > j +7,, — 0, (%)

in cui la funzione;t(lct) descrive il comportamento softening del mate-
riale e lo scalare x, controlla il livello di softening.

L’ipotesi di comportamento isotropico non €, pero, facilmente appli-
cabile per materiali fragili o quasi-fragili, poiché questi possono essere
caricati lungo una direzione fino al raggiungimento della resistenza a
trazione, anche quando un danneggiamento sia gia avvenuto nella dire-
zione perpendicolare. Pertanto gli autori propongono una formulazione
del criterio di Rankine estesa al caso ortotropo, utilizzando, tuttavia,
un'unica variabile scalare di controllo del softening. Tale variabile indi-
ca il livello simultaneo di softening lungo le due direzioni materiali, pur
considerando due distinti valori di energie di frattura nelle medesime
direzioni. Introducendo allora una distinzione tra le tensioni di snerva-
mento rispetto alle due direzioni materiali, 1l criterio di Rankine viene
modificato come segue:

f:(O'x_o'_tx(’(t))J“(o-y_o'ty(’(t))Jr (Gx_a_m(Kt))_(ay_a_w(Kt))

2
! 2 2 .

in cul o rappresenta un parametro che regola il contributo delle tensio-
ni tangenziali al collasso e vale

.- f

tx " Tty

2
Tut

o=

I parametri f,, fty e r,, rappresentano rispettivamente le resi-

stenze a trazione uni assiali lungo le due direzioni materiali e la resi-
stenza di puro taglio per il materiale considerato.

La funzione di softening considerata ¢ di tipo esponenziale nel piano
tensioni equivalenti-deformazioni, per entrambe le direzioni materiali,
cui sono tuttavia associate differenti energie di frattura (G, e ny). Si

ha infatti:



Capitolo 1 — Modellazione strutturale di edifici storici: 31
stato dell’arte

—h'f‘XK o, =f -ex (—ﬂKJ
Gfx t}’ ty ty p ny t
essendo A la lunghezza equivalente, corrispondente ad una dimensione
rappresentativa della larghezza della discretizzazione tale che 1 risultati
siano attendibili. Gli autori utilizzano un’espressione di h legata all’area
dell’elemento A.. In ogni caso, con riferimento all’asse materiale i, tale
parametro deve rispettare la seguente condizione
Gfi ) E|

fti2

Rimane da indicare la relazione tra la funzione di softening «, e le

G_tX: ftx'exp[

h<

grandezze cinematiche. Tale valore risulta proprio pari alla deformazio-
ne principale plastica massima. In termini incrementali si ha:
P o
. . gx + gy 1 . . . 2

S MY N

Per 1l comportamento a compressione gli autori fanno riferimento al
criterio di Hill. Il dominio di Hill pu6 essere rappresentato da un ellis-
soide nel piano completo delle tensioni, e assume la seguente forma:

f,=A-cl+ B~O'X~Gy+C~(7§+ D-rfy -1=0

I coefficienti dell’equazione di questo ellissoide possono essere e-
spressi in funzione dei parametri £ e y. Il primo regola
Paccoppiamento tra le tensioni normali e richiede la conoscenza della
resistenza a compressione f,. in una prova monoassiale condotta lungo

una direzione intermedia tra 1 due assi materiali, mentre il secondo in-
dica il contributo delle tensioni tangenziali al collasso. Essi risultano co-
si definiti:

1 1 1 f-f
et st

2 2
e P fw Tuc

In funzione di questi due parametri i coefficienti dell’ellissoide ri-
sultano pari a:

A:]/(J_CX(KC))2 , B= ﬂ/(a_cx(’fc)'a(’fc))
c=1/(oy(x)). D=r/(oa(x) oy (x.)

<Q
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Le funzioni o, (x,) e acy(Kc) sono, rispettivamente le tensioni di

snervamento lungo 1 due assi materiali. La legge inelastica adottata da-
gli autori e di tipo parabolico nella fase di hardening, mentre nella fase
di softening presenta una fase parabolica seguita da una fase esponen-

ziale che si attesta su un valore residuo o,; pari a 1/10 di quello di picco
O'_pi = f, . Analogamente al comportamento in trazione i indica in questo

caso uno dei due assi materiali. La resistenza di picco o , indipenden-

pi
temente dall’asse materiale considerato, si ha in corrispondenza di un

valore di x, paria k,, che rappresenta un ulteriore parametro del ma-

teriale.

I criteri di snervamento a trazione e compressione, nell’ipotesi che 1
regimi di tensione a trazione e compressione siano disaccoppiati, posso-
no infine essere combinati in un’unica superficie di snervamento combi-
nata.

5.3.4. Modello agli elementi finiti con funzioni di danneg-
giamento

Si descrive brevemente di seguito un modello di danneggiamento stu-
diato da Creazza et al. (2002).

Questo modello propone un elemento con caratteristiche che omo-
geneizzano quelle delle singole componenti della muratura (mattoni e
malta) e consente pertanto una mesh meno fitta di quanto un micromo-
dello richiederebbe.

L’elemento consente di cogliere 1 principali meccanismi di collasso
della muratura, cioé:

- scorrimento in un punto soggetto a bassi valori di tensione
normale;

- rottura delle unita di muratura (mattoni, blocchi, ecc.);

- rottura per fessurazione diagonale delle unita di muratura
per valori di tensione normale sufficienti a sviluppare un
comportamento di tipo frictional nei punti;
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- rottura delle unita di muratura sotto sforzo come risultato
della dilatazione della malta ad alti valori dello sforzo nor-
male.

Molti studi recenti hanno dimostrato la necessita di valutare la re-
sistenza a trazione della muratura, a causa della sua significativa influ-
enza sulla sua resistenza ultima. L'uso di una legge costitutiva di tipo
no-tension puo condurre a una poco accurata stima della distribuzione
del danneggiamento e della capacita ultima oltre a favorire I'insorgere
di problemi numerici.

Questo modello fa propria la teoria del danneggiamento. L’approccio
proposto (Creazza et al., 1995) riunisce in sé efficienza e semplicita. In
particolare risultano decisive la definizione della funzione di danneg-
giamento e 'introduzione dell’ortotropia, tipica delle strutture in mura-
tura.

Analogamente a quanto osservato per il modello proposto di plasti-
cita con softening di Lourenco et al., in questo approccio vengono intro-
dotte delle funzioni di danneggiamento, tuttavia in questo caso viene
trascurato il comportamento ortotropo della muratura. Le proprieta
meccaniche della muratura sono ricavate a partire dal comportamento
delle sue componenti (mattoni e malta) attraverso una tecnica di omo-
geneizzazione. L'introduzione dell’ortotropia, legata sia alle proprieta
insite nel materiale sia ai processi di danneggiamento, € invece riman-
data ad ulteriori studi.

La teoria di danneggiamento, scelta per la descrizione del compor-
tamento della muratura, ¢ quella proposta da Faria et al. (1998) e da
Saetta et al. (1999). L’approccio introduce delle inevitabili approssima-
zioni a causa della modellazione del danneggiamento spalmata su un
continuo e non puntuale. Tuttavia le tecniche di omogeneizzazione, con-
sentendo una mesh piu rada rispetto a quella reale, rendono possibili le
modellazioni di strutture di dimensioni significative.

Il modello isotropico introduce due parametri di danneggiamento
interno indipendenti d+* e d-, funzioni delle effettive tensioni di trazione

. -t - . . .
e compressione 7 e T , e legate ad esse mediante le relazioni
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dove r* ed r- indicano i1l danneggiamento corrente, e 1 loro valori sono in-
dice dell’espansione della superficie danneggiata. Queste equazioni de-
finiscono 1 rami di incrudimento e poi di softening a compressione, e
quello di softening a trazione. I parametri A- e B- sono parametri ottenu-
ti imponendo 1l passaggio della curva per due punti ottenuti sperimen-
talmente, mentre A+ & ottenuto imponendo che 'energia di deformazione
accumulata in una prova di compressione sia pari all’energia di frattura
specifica propria del materiale.

L’introduzione di due parametri indipendenti consente di separare i

contributi dell’effettivo stato tensionale in due componenti EJ e EJ, ot-
tenendo infine la relazione
oY oV oY,
o2 eg) 2
og; 0s

ij ij

_(1-d") (1-d" ) +(1-d")o

o

dove W, e ¥, sono le energie libere elastiche dovute alle componenti di

trazione e compressione dell’effettivo stato tensionale.

Questo modello di danneggiamento, inizialmente pensato per de-
scrivere il comportamento delle strutture in cemento armato e in mura-
tura, € stato successivamente adattato allo studio di strutture a geome-
tria curva. I legami costitutivi sono ottenuti a partire dalle resistenze
ultime a trazione e compressione del materiale sottoposto a prove in re-
gime monoassiale, e dal modulo di elasticita. I legami costitutivi sono
del tipo riportato in figura 1.13.
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Figura 1.13. Legami costitutivi della muratura: (a) trazione e (b) compressione

E interessante inoltre osservare 'andamento del legame tra la de-
formazione monoassiale e 1 parametri di danneggiamento, di seguito ri-
portati (fig. 1.14).

damage

S S S S S . L1 gss
0015 00125 001 00075 -0.005 -0.0025 Q
strain

Figura 1.14. Parametri di danneggiamento in funzione della deformazione

6. Metodo agli elementi di contorno

Il metodo agli elementi di contorno, o Boundary Element Method (BEM),
consiste nella discretizzazione del contorno dell’elemento strutturale.
Esso ¢ stato inizialmente proposto con riferimento a problemi geotecnici,
ed ¢ stato successivamente esteso a quelli strutturali.

L’estensione al campo non lineare di questo metodo ha consentito di
studiare la propagazione della frattura e il comportamento di materiali
fragili come il calcestruzzo. Tuttavia rimangono molto limitate le appli-
cazionl al campo delle strutture murarie. In particolare, un approccio
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proposto da un team di ricercatori dell’'Universita di Palermo, dal quale
¢ stato derivato KARNAK SBGM, un software ad uso commerciale (Cuc-
co et al., 2002), mira all'interpretazione del quadro fessurativo di strut-
ture murarie e studia il comportamento elastico di strutture in presenza
di sconnessioni (Panzeca et al., 2008). Altre proposte, come quelle di Ra-
shed et al. (1997) e Hatzigeorgiou e Beskos (2002), sono invece mirate a
considerare il comportamento non lineare della muratura.

Esistono poi degli approcci ibridi, che combinano I'uso degli elemen-
ti di contorno con quello degli elementi finiti. Un esempio di questo ap-
proccio applicato alle strutture murarie € quello dovuto a Papia (2005).
L’autore si occupa dello studio di infilled frames e propone di condurre
analisi statiche, includendo sia le non linearita meccaniche che quelle
geometriche, utilizzando il boundary element method (BEM) per la mu-
ratura e dividendo opportunamente il telaio in elementi finiti, conside-
rando la mutua interazione dei due sottosistemi come tensioni distribui-
te al contorno per la muratura e forze nodali per il telaio. Questo ap-
proccio consente, inoltre, di considerare il distacco tra le due sottostrut-
ture quando insorgono tensioni di trazione all'interfaccia.

7. Metodo agli elementi discreti/distinti

Uno dei metodi di modellazione che si € imposto per la modellazione di
strutture in muratura, vista anche l'eterogeneita nei materiali, & il me-
todo degli elementi distinti (o discreti). Il doppio nome € stato voluta-
mente lasciato poiché non c’é accordo tra gli autori; altri nomi utilizzati
per il medesimo approccio, come evidenziato da Lemos (2007), sono rigid
block analysis e discontinous deformation analysis.

L’approccio ¢ applicabile a tutti sistemi che possono essere conside-
rati come assemblaggio di elementi (o blocchi), in genere rigidi intera-
genti tra loro. Sia sul comportamento meccanico degli elementi distinti,
che sul tipo di interazione sono state proposte molte soluzioni, mentre
dal punto di vista cinematico in genere viene assunta I'ipotesi di grandi
spostamenti. In genere blocchi contigui vengono fatti interagire con vin-
coli di contatto di tipo unilatero, non reagenti a trazione ed elastici (o
elasto-plastici) a compressione, mentre lo scorrimento € generalmente di
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tipo attritivo. Nell'utilizzo classico del metodo non viene prevista nessu-
na omogeneizzazione o alterazione della reale tessitura muraria che nel
modello viene fedelmente riprodotta.

Vi
Vi
bloccck)iif:‘ /- - blocco i - A
blocco j blocco j

Figura 1.15. Raffigurazione di due blocchi contigui nella configurazione inde-

formata e in quella corrente

Tale metodologia € stata proposta per la prima volta da Cundall
(1971) come approccio numerico a questo modello concettuale, ed € stata
Inizialmente applicata a settori anche molto distanti dalla modellazione
di elementi murari (soprattutto geo-materiali come rocce e altri tipi di
suolo).

I1 modello iniziale, con comportamento piano e costituito da elemen-
ti rigidi, e stato nel corso degli anni arricchito variamente introducendo,
ad esempio, il comportamento tridimensionale (Cundall 1988, Hart et
al. 1988).

I gradi di liberta del modello coincidono con 1 gradi di liberta degli
elementi, nessun grado di liberta ¢ infatti associato al contatto. Il nume-
ro di gradi di liberta del modello sara quindi pari a 3N nel caso di mo-
delli piani e 6N nel caso di modello tridimensionali, dove con N si sta
indicando il numero totale di elementi.

Dal punto di vista dell’onere computazionale, considerare 1 blocchi
come elementi rigidi si traduce in una notevole riduzione dei gradi di li-
berta del sistema. Tuttavia, tali modelli risultano spesso caratterizzati
da un numero elevato di elementi (soprattutto per le modellazioni di
dettaglio) per cui richiedono tempi di elaborazione importanti.

Le applicazioni nel campo delle strutture murarie sono state avvia-
te solo qualche anno dopo. Pagnoni (1994) e Pagnoni e Vanzi (1995),
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hanno applicato il metodo degli elementi distinti ad archi e pannelli
murari, utilizzando il software CICE, implementato da Hocking et al.
(1987). Quasi contemporaneamente, Jean (1995) e Acary e Jean (1998)
sviluppano 11 metodo dei contatti dinamici per la simulazione
dell'interazione tra gli elementi distinti, basato su un legame attritivo
alla Coulomb e sull’integrazione delle equazioni dinamiche del sistema.
Successivamente, Boffi e Casolo (1998), introducono un modello basato
su elementi rigidi, a due a due connessi con tre contatti elementari (as-
siale, a momento e a taglio), il cui comportamento non lineare € conside-
rato mediante I'introduzione di leggi isteretiche.

Tuttavia, il metodo degli elementi distinti sembra adattarsi meglio
alla tipologia strutturale della muratura a blocchi squadrati con dimen-
sioni rilevanti; una tipologia costruttiva cioé di tipo storico monumenta-
le, 1 cul esempi possono essere archi, antichi templi, volte a conci, ecc,
come quelle mostrate in figura.

§>

7

Figura 1.16. Esempi di strutture a blocchi: tempio greco e portale ad archi

Tale predisposizione ¢ dovuta alla circostanza singolare derivante
dal fatto che in strutture del genere il numero di elementi risulta, co-
mungque, relativamente contenuto, e I'estrema regolarita della tessitura
muraria rende possibile una modellazione realistica della struttura. Vi-
ceversa nel caso di muratura ordinaria la tessitura muraria, ammesso
che sia nota, puo presentarsi di tipo irregolare o variabile da punto a
punto della struttura rendendo sostanzialmente inapplicabile tale me-
todo nella sua formulazione piu semplice. Esistono tuttavia delle appli-
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cazioni anche con riferimento a murature a tessitura irregolare: in que-
sto caso gli elementi lapidei sono modellati come corpi rigidi mentre e-
lementi di contatto deformabili dotati di coesione ed attrito simulano il
comportamento dei giunti di malta.

Casolo ha introdotto ulteriori modelli per la simulazione del com-
portamento di strutture murarie che sfruttano corpi rigidi interagenti
mediante molle che, per l'affinita col modello proposto in questo lavoro,
verranno considerati in maniera piu approfondita. Altre applicazioni
sono invece state indirizzate verso la simulazione del comportamento
del calcestruzzo (Mayorca e Meguro, 2003).

Sulla base del metodo agli elementi distinti, sono stati proposti dei
metodi 1bridi, a meta col metodo agli elementi finiti. In particolare Mun-
jiza (2004) definisce metodo agli elementi finiti-discreti una formulazio-
ne numerica per la simulazione del comportamento fratturante dei ma-
teriali. Applicazioni di questa metodologia alle strutture murarie sono
dovute allo stesso Munjiza (1995) e a Brookes e Mehrkar-Asl (1998), che
considerano blocchi deformabili con mesh di elementi triangolari, che
possono distaccarsi e separarsi nel corso dell’analisi, sulla base di criteri
derivati dalla meccanica della frattura. Altre proposte, che rientrano nel
metodo agli elementi discreti finiti, considerano invece una formulazio-
ne classica agli elementi finiti per ciascuno dei blocchi (Barbosa 1996,
Mamaghani e al. 1999).

Un altro approccio sviluppato sulla base del metodo degli elementi
distinti ¢ il DDA (Discontinuous Deformation Analysis), basato
sull’assunzione di comportamento deformabile per tutti 1 blocchi, con
comportamento rigido dei contatti. Proposto da Shi e Goodman (1988)
con riferimento a problemi di meccanica delle rocce, ¢ stato successiva-
mente applicato alle strutture murarie da Ma et al. (1996) e Bicanic et
al. (2001).

Un confronto tra la metodologia agli elementi discreti implementata
nel codice UDEC, e quelle agli elementi finiti non lineari, sia mediante
tecniche di omogeneizzazione (ABAQUS) che mediante micro-
modellazione (Visual CASTEM 2000), ¢ stato effettuato da Giordano et
al. (2002). Sono state condotte analisi statiche non lineari su un edificio
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storico, dimostrando la comparabilita dei risultati tra le metodologie
proposte.

7.1. 1Rigid Body Spring Models

Come gia accennato in un altro paragrafo, Siro Casolo si € occupato di
modellazione di edifici in muratura, formulando proposte nell’ambito del
metodo agli elementi distinti. Inizialmente erano stati sviluppati dei
modelli di calcolo per lo studio della muratura fuori dal proprio piano
(2000), ma studi successivi hanno riguardato I'impiego dei Rigid Body
Spring Models nello studio di strutture murarie.

Allo scopo di ridurre i1 gradi di liberta in gioco nella modellazione
degli edifici in muratura, rispetto a quanto richiesto dal metodo agli e-
lementi finiti, Casolo (2004) propose un modello semplificato per la si-
mulazione del comportamento strutturale di pareti piane in muratura,
che rientra nell’ambito dei Rigid Body Spring Models (RBSM), basato
su un semplice schema meccanico che, con opportune procedure di tara-
tura, € in grado di cogliere il comportamento meccanico della muratura.

Per affinita con quanto proposto nella presente tesi, tale modello
verra di seguito descritto in maniera piu approfondita. Casolo propone
I'uso di elementi rigidi per la simulazione di pareti in muratura a tessi-
tura regolare. Ciascun pannello murario ¢ modellato mediante una
mesh arbitraria di elementi rigidi piani di forma quadrata. Gli elementi
sono connessi gli uni con gli altri da due molle ortogonali e una molla a
taglio su ciascun lato dell’elemento. Le caratteristiche meccaniche gli
elementi di connessione sono definiti tenendo in conto anche gli effetti
della tessitura muraria: in particolare, la rotazione locale dei blocchi é
ottenuta assegnando rigidezze diverse alle molle a taglio, secondo il loro
orientamento, mentre la rigidezza flessionale é ottenuta disponendo in
posizione appropriata le due molle ortogonali.
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Figura 1.17. Schema del modello discreto proposto da Casolo, discretizzazione
della muratura in una mesh regolare (Casolo, 2004)

Le molle flessionali orizzontali (kx) e verticali (k) e le molle a scor-
rimento (ks) vengono tarate imponendo una equivalenza di tipo energe-
tico tra il modello discreto e un modello di dettaglio agli elementi finiti
della cella elementare, soggetti entrambi a regimi di carico assiale in di-
rezione parallela e ortogonale ai giunti di malta, a taglio e flessionale.

Vi Vi
(b.w g q»’l}.w

AAAAAAA

blocco i IZX blocco

ky
v eV
(])k Uk § ¢| ul
AAAAAA
blocco k blocco |

Figura 1.18. Schema del modello discreto proposto da Casolo, particolare del
modulo base

In particolare le rigidezze delle molle flessionali vengono tarate con
riferimento ai carichi di tipo assiale, le molle a scorrimento facendo ri-
ferimento al carico tagliante, ed infine mediante 1 carichi di tipo fletten-
te vengono determinati gli interassi secondo cui disporre le molle fles-
sionali.



42

Figura 1.19. Stati di sollecitazione applicati alla cella elementare: compressio-
ne, trazione, taglio e stati di sollecitazione flessionali

Il tipo e la geometria della tessitura muraria intervengono cosi nel-
la determinazione dei parametri meccanici degli elementi discreti condi-
zionando il comportamento della cella elementare. In questo modo il
modello discreto conserva una memoria della tessitura originale.
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Figura 1.20. Stati di sollecitazione riprodotti dal modello discreto: compressio-
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ne, trazione, taglio e stati di sollecitazione flessionali

Tale modello differisce in modo sostanziale dai comuni modelli agli
elementi distinti e assume alcuni aspetti salienti di un modello agli e-
lementi finiti, ad esempio 'utilizzo di elementi quadrati in sostituzione
della reale disposizione degli elementi. Tuttavia conserva la caratteri-
stica saliente di un modello agli elementi distinti che fa uso di elementi
discreti.

Lo stesso Casolo (2006) ha inoltre condotto uno studio per valutare
la corrispondenza tra il modello discreto che ha proposto e la classica
teoria del continuo di Cosserat.

I1 modello, inizialmente studiato in campo statico lineare, & stato
successivamente esteso da Casolo e Pefia (2007) anche al caso dinamico
con comportamento isteretico. Il modello proposto da Casolo, visto
Iesiguo numero di gradi di liberta necessari per la definizione della ci-
nematica dell’elemento (tre gradi di liberta nel piano), si adatta perfet-
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tamente all'impiego di analisi dinamiche, ed & suscettibile di estensioni
poiché consente di separare fenomenologicamente 1 diversi meccanismi
possibili (comportamento assiale delle molle ortogonali e quello a taglio)
ma anche di metterli facilmente in relazione attraverso, ad esempio, il
criterio di Mohr-Coulomb.

La modellazione per elementi rigidi, ¢ stata applicata dallo stesso
Casolo e Sanjust (2009), per lo studio del comportamento sismico di un
edificio monumentale (il Castello Maniace presso Siracusa). Nello studio
viene utilizzato un approccio ‘ibrido’. E stato infatti inizialmente imple-
mentato un modello tridimensionale lineare agli elementi finiti
dell'intero complesso strutturale. Una volta compreso il comportamento
d’insieme e individuate le zone piu deboli, & stato predisposto un model-
lo piano RBSM di una parete allo scopo di valutarne la resistenza sismi-
ca mediante analisi statiche e dinamiche non lineari. Pur non essendo
stata effettuata una modellazione globale dell’edificio tenendo conto del
comportamento non lineare dello stesso, il lavoro rappresenta un signi-
ficativo passo verso la simulazione del comportamento sismico di edifici
in muratura (in particolare il caso di studio &€ un edificio monumentale)
mediante approcci semplificati.

8. Analisi limite

L’analisi limite € stato uno dei primi metodi ‘scientifici’ impiegati per la
valutazione della sicurezza di elementi strutturali. Sin dalla sua nasci-
ta, grande attenzione é stata riservata allo studio di strutture a geome-
tria curva.

I primi tentativi finalizzati allo studio dell’equilibrio di cupole in
muratura, ancora esclusivamente grafici, risalgono al XVIII secolo e so-
no dovuti a Bouguer (1734), Bossut (1778) e Mascheroni (1785), che fe-
cero uso di semplici equazioni di equilibrio monodimensionali, trascu-
rando 1l ruolo delle sollecitazioni circonferenziali. Una trattazione ap-
profondita delle teorie sulle volte in muratura puo essere trovata in un
trattato di Benvenuto (1991).

I1 padre della moderna analisi limite, cosi come € concepita attual-
mente, & Jacques Heyman, che diede per la prima volta un taglio scien-
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tifico basato su ipotesi chiare alla valutazione del carico ultimo delle
strutture murarie: il suo lavoro ha rappresentato 'ilmpulso decisivo ver-
so le moderne teorie dell’analisi limite.

L’analisi limite consiste nella valutazione del carico ultimo di una
struttura sottoposta a certe condizioni, e si basa principalmente
sull’assunzione che il comportamento meccanico dei materiali sia di tipo
rigido-plastico. I metodi orientati all’applicazione dell’analisi limite con-
sentono una valutazione del carico ultimo e del relativo meccanismo di
collasso senza fornire informazioni sulla storia dello stesso (Massonet e
Save, 1980). Il vantaggio dell’applicazione di questa metodologia, come
evidenziato da Suquet (1983), consiste nella possibilita di ottenere in-
formazioni significative sul collasso della struttura, impiegando un nu-
mero di parametri meccanici dei materiali ridotto rispetto alle analisi
strutturali.

Applicazioni interessanti di questa teoria sono state per tanti anni
limitate al caso piano e a settori dell'ingegneria non direttamente ri-
guardanti le strutture in muratura. In particolare, molte applicazioni
riguardano problemi geotecnici come la stabilita dei pendii (Sloan, 1988)
e le terre armate (Yu e Sloan, 1997).

Le applicazioni nel campo delle strutture murarie si sono sviluppate
in accordo a due principali approcci: uno basato sull’estensione di tradi-
zionali metodi grafici, che mirano alla determinazione della linea delle
pressiont su strutture discretizzate a blocchi (Block et al., 2006), I’altro
basato sui teoremi dell’analisi limite e che fa uso della programmazione
lineare. Con riferimento a quest'ultimo approccio € possibile classificare
le metodologie in letteratura secondo due diversi criteri:

- un primo criterio, coerentemente con quanto osservato per il
metodo agli elementi finiti, considera la distinzione tra mo-
delli continui e modelli disomogenei;

- 1l secondo criterio considera la distinzione tra gli approcci
tenendo conto del livello di scala degli elementi.

La suddivisione in modelli disomogenei e continui distingue tra i
modelli che tendono ad attribuire delle proprieta meccaniche differenti
ai materiali componenti la tessitura muraria (malta e mattoni), e quelli
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che si avvalgono di tecniche di omogeneizzazione per definire delle pro-
prieta equivalenti del complesso malta-mattone.

Tra le tecniche che modellano esplicitamente mattoni e giunti di
malta una delle piu significative ¢ quella dovuta a Sutcliffe et al. (2001),
che si avvale di legami costitutivi alla Mohr-Coulomb.

Tuttavia, I'impiego dell’analisi limite per strutture in muratura ha
subito posto l'ostacolo della simulazione del comportamento tridimen-
sionale della muratura, includendo cioe 1 meccanismi di primo modo nel-
la valutazione del comportamento della muratura. Nonostante molti
studi abbiano riguardato il semplice comportamento piano della mura-
tura (e.g. Gilbert et al., 2006), buona parte degli sforzi sono stati spesi
nella direzione della definizione di adeguate procedure di simulazione
dell'interazione malta-mattone fuori piano. In particolare appaiono si-
gnificativi 1 lavori di Baggio e Trovalusci (1998), Casapulla e D’Ayala
(2001).

Le recenti tendenze in materia di analisi limite applicate alle strut-
ture in muratura mirano alla valutazione del carico ultimo di strutture
per le quali & necessario I'impiego di legami costitutivi piu sofisticati,
come le murature armate (Roca et al., 2007) e quelle rinforzate con FRP
(Milani, 2009), o di strutture complesse dal punto di vista geometrico,
come quelle a geometria curva (Milani et al., 2008).

Il secondo criterio per la classificazione dei metodi dell’analisi limite
prevede la distinzione tra un primo approccio, piu tradizionale e di facile
applicazione (denominato nel seguito per macroblocchi) che consiste
nell'ipotizzare un congruo numero di meccanismi di collasso plausibili
che coinvolgono I'intera struttura o parti di essa, e nel ricavare 1 relativi
moltiplicatori cinematici, il minore dei quali viene assunto come il reale
moltiplicatore di collasso; il secondo approccio (denominato nel seguito
analisi limite di dettaglio) consiste nel discretizzare la struttura me-
diante una mesh di elementi attraverso l'utilizzo di elementi finiti o e-
lementi discreti, e nel valutare il moltiplicatore ultimo dei carichi e il re-
lativo meccanismo di collasso risolvendo un problema di ottimizzazione
matematica. Questo secondo modo di procedere permette quindi di svin-
colarsi dalla necessita di ipotizzare a priori un meccanismo di collasso e
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permette di determinare la distribuzione delle tensioni al collasso con
un buon livello di dettaglio.

8.1. Analisi limite per macro-blocchi

L’analisi limite per macro-blocchi prevede che la muratura venga model-
lata come un insieme di corpi rigidi (macro-blocchi), liberi di ruotare at-
torno a delle cerniere cilindriche la cui distribuzione risulta nota non
appena viene ipotizzato il meccanismo di collasso.

I carichi agenti si possono suddividere in carichi stabilizzanti, rap-
presentati dai pesi propri piu 1 sovraccarichi, e in carichi ribaltanti,
rappresentati dalle forze orizzontali supposte proporzionali ai pesi pro-
pri e portati, e applicate in corrispondenza dei baricentri dei macro-
blocchi.

I1 rischio nell'impiego di questa procedura € che non si stia contem-
plando il reale meccanismo di collasso con una conseguente sovrastima
del carico ultimo della struttura.

La procedura € estremamente semplificata, tuttavia essa puo costi-
tuire in tante circostanze un utile strumento di verifica dei risultati ot-
tenuti con altri metodi piu evoluti ed evitare cosi errori grossolani. In
altri contesti (edilizia monumentale o murature storiche) essa puo rap-
presentare I'unica procedura applicabile a causa della complessita geo-
metrica che impedisce 'impiego di tecniche piu accurate. L’analisi limite
per macro-blocchi €, pertanto, il metodo piu semplice per eseguire delle
valutazioni di vulnerabilita sismica nei confronti nei meccanismi di
primo modo.

L’aspetto piu delicato nell’applicazione del metodo consiste
nell'individuazione dei potenziali meccanismi di collasso dell'intera
struttura, che sono ottenuti combinando i meccanismi di collasso ele-
mentari dei singoli elementi murari.

Nel seguito vengono riportati alcuni esempi relativi all’applicazione
dell’analisi limite per la determinazione del moltiplicatore di collasso
associato ai cinematismi che interessano le pareti nel proprio piano e
fuori-piano.
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Meccanismo a mensole indipendenti: le fasce di piano giungono a
rottura e 1 maschi murari allineati verticalmente si comportano come
un’unica mensola. I’accoppiamento delle mensole & garantito dalla ca-
pacita di trasferire sforzo normale da parte delle fasce, come mostrato in
figura. Un meccanismo del genere approssima bene il comportamento
ultimo di pareti in cui le fasce raggiungono la rottura per taglio prima

de1l maschi.
AF2

AF1

Figura 1.21. Meccanismo di collasso per ribaltamento delle mensole murarie

Supponendo che le fasce in condizioni ultime riescano a trasmettere
un taglio residuo (77) e imponendo ’equilibrio limite, si ha

i'an’hn :Zm: Gi %‘”1 (ZTr?] = Mstabilizzante
n=1 i=1 n=1

M

— stabilizzante
Np
> Fh,
n=1

dove sono state fatte le seguenti assunzioni:

A

- F, éla forza corrispondente all’ n-esimo impalcato;
- hs éla quota dell’n-esimo impalcato;

- np ¢ il numero di impalcati;

- Giéil peso dell’ i-esima mensola;

- bi e lalarghezza dell’i-esima mensola;

- nm e 1l numero di mensole;
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- Tny e 1l taglio trasmesso all’i-esima mensola dalla fascia del pia-
no n-esimo.
Ribaltamento dei maschi murari di un piano: tutti 1 maschi murari
di un piano ribaltano rigidamente. Se 1 maschi hanno tutti le stesse di-
mensioni, si pud ammettere che le fasce si mantengano integre (come
mostrato in figura), altrimenti si deve contemplare una rottura a taglio
delle stesse per garantire la congruenza degli spostamenti verticali,
considerato che tutti 1 maschi devono subire lo stesso spostamento oriz-

zontale.
AF2

G1 G3

AFL

7
Figura 1.22. Meccanismo di collasso per ribaltamento di tutti 1 maschi murari

appartenenti ad un piano

A'Zp: Fn'Ahn :i(Gi '%I"' N; b|j: Mstabinzzante
n=n* i=1
ﬂ,:: hasamhzﬁmm
> F,-h,

dove sono state fatte le seguenti assunzioni:
- n* &1l piano in corrispondenza del quale si sta concentrando il
meccanismo di collasso;
- Ahy é la differenza tra la quota del piano n-esimo e quella del pi-
ano n*;
- np ¢ il numero di piani;
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n; € il numero di maschi al piano n¥;

Gié il peso dei maschi;

bié il peso del maschi;

N; ¢é lo scarico verticale sull’i-esimo maschio.

Rottura diagonale e ribaltamento dei maschi murari di un piano: un
elemento murario tozzo manifesta generalmente una modalita di collas-
so per fessurazione diagonale, la cui inclinazione non € a priori ipotizza-

bile, e solo una porzione di esso subisce il ribaltamento, come mostrato
in figura.
AF2
N1 N2 N3
AFL
7 7

Figura 1.23. Meccanismo di collasso per ribaltamento delle mensole murarie

L’espressione del moltiplicatore di collasso dei carichi ¢ del tutto

analoga al caso precedente, a meno dei termini Gi, che stavolta indicano
il peso delle porzioni di maschi che ruotano e non il peso totale.

la d

zz F -Ah, =§(Gi %+ N; -hj= M ganilizzante

n=n* i=1

M

A= - stabilizzante

2 F.-ah,

n=n*
Nell’esempio proposto, si € supposto che 1 maschi si fessurino lungo
iagonale, tuttavia andrebbe verificato il moltiplicatore dei carichi

associato alla fessurazione diagonale con inclinazioni diverse. Il modo

corretto di procedere per determinare il moltiplicatore relativo a tale

meccanismo ¢ quello di mantenere l'inclinazione («) della fessura gene-
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rica e calcolare A=A(z). Il moltiplicatore e la direzione corretti saranno
quelli per cui tale funzione ha un minimo.

Al variare dell’angolo o da 0° a 90°, se la fessura interseca il lato
verticale del maschio, ’espressione del moltiplicatore dei carichi va mo-
dificata relativamente ai termini G; e ai corrispondenti bracci che gene-
rano i momenti stabilizzanti. Se invece la fessura interseca la sezione
superiore del maschio, il contributo relativo agli scarichi N; andra modi-
ficato.

L’analisi limite viene applicata soprattutto con riferimento ai mec-
canismi di collasso di primo modo. In questo contesto 'utilizzo del meto-
do dell’analisi limite per macro-blocchi rappresenta lo strumento piu dif-
fuso per la valutazione di tali meccanismi. Alcune proposte nell’ambito
dell’analisi limite per macro-blocchi sono dovute a Cavaleri et al. (1999),
Lagomarsino et al. (2000, 2001, 2002a-b, 2005), Irizarry et al. (2002)
Podesta et al. (2005).

Le figure sottostanti, tratte da Giuffre (1993), mostrano come si puo
giungere all'individuazione dei piu probabili meccanismi di collasso,
sfruttando 'osservazione del quadro fessurativo.
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Prospetto est Prospetto nord
Legenda 1

Murature Cesura tra murature accostate
Lesione passante
Lesione non passante
Intonaci Distacco parziale
Distacco totale
Ed Reintegrazione con intonaco cementizio
1 Bolzone di tirantatura
2 Buche di acreazione del sottotetto

3 Conci lapidei fratturati

R

!
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B
Prospetto sud

Figura 1.24. Rilievo di un quadro fessurativo (Giuffre, 1993)



52

Parete laterale

Parete frontale

Legenda:

Meccanismo di ribaltamento della
porzione di parete compresa tra le due
bucature al livello superiore

Meccanismo di ribaltamento della porzio-
ne superiore della parete

Meccanismo di collasso parziale per cf-
fetto del martellamento della trave di
colmo

Mceccanismo di ribaltamento dell’intera
parcte frontale

Meccanismo di collasso della parete priva
di tirant

Figura 1.25. Individuazione dei meccanismi di collasso (Giuffre, 1993)
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8.2. Analisi limite di dettaglio

L’analisi limite di dettaglio consiste nell’applicare il metodo dell’analisi
limite tenendo conto della possibilita di apertura delle fessure e di pos-
sibili scorrimenti tra i1 conci murari lungo i1 giunti di malta. Dalla risolu-
zione di un problema di ottimizzazione matematica non lineare si giun-
ge alla determinazione del moltiplicatore ultimo dei carichi, del mecca-
nismo di collasso e della distribuzione delle tensioni a collasso.

Esempi di questo tipo si possono trovare nei lavori di Ordufia e Lou-
renco (2003, 2005a, 2005b) in cui tale metodo viene applicato allo studio
di pannelli murari caricati nel proprio piano e fuoripiano.

Molti autori, sfruttando le tecniche di omogeneizzazione formulate
per il metodo agli elementi finiti, hanno proposto alcuni modelli per la
valutazione del carico ultimo di strutture in muratura, considerandone
sia 1l comportamento nel piano (Milani et al., 2006a e 2006b), che quello
fuori piano (Milani et al., 2006¢, Cecchi et al. 2007). Nel caso della valu-
tazione del comportamento fuori piano € necessario effettuare un’analisi
del comportamento della piastra tenendo conto del suo spessore, spesso
facendo ricorso alla formulazione di Reissner e Mindlin. Con questa tec-
nica, proposta inizialmente per piccole strutture, € stato possibile spin-
gersi fino alla valutazione della risposta di interi edifici sottoposti a ca-
richi orizzontali (Milani et al., 2007).

Le questioni connesse alla risoluzione di problemi di ottimizzazione
non lineare in presenza di fonti di non linearita quali softening (De Sa-
xcé, 1998) sono ancor oggi oggetto di numerosi studi specifici.

che fuori piano (da Ordufia e Lourenco, 2005b)
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Figura 1.27. Analisi limite applicata a modelli continui, pannelli murari e pa-
rete piana appartenente ad un edificio (da Milani et al., 2006b)

8.3. Modello di Milani et al. per superfici curve

Una delle proposte piu significative degli ultimi anni ¢ quella dovuta a
Milani et al. (2008), che avanzano un approccio per la valutazione del
carico limite di strutture murarie a geometria curva. Negli anni prece-
denti lo stesso team di ricercatori aveva formulato delle significative
proposte per la valutazione del carico ultimo di strutture murarie cari-
cate sia nel proprio piano che fuori piano, giungendo anche alla valuta-
zione del carico ultimo di interi edifici in muratura.

Nel lavoro per lo studio delle volte murarie, gli autori prendono
spunto dai loro precedenti articoli e lo estendono al caso di shell curve,
in accordo con una procedura di omogeneizzazione agli elementi finiti.
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La dissipazione plastica nelle interfacce tra elementi contigui puo
avvenire come combinazione di diverse caratteristiche della sollecita-
zione: momento flettente, torsione, taglio fuori piano.

E assunta I'ipotesi di comportamento di piastra spessa alla Reis-
sner-Mindlin, che rappresenta il piu semplice modello di piastra tra
quelli che tengono conto della deformabilita a taglio. Le teoria di Reis-
sner-Mindlin e basata sulle seguenti ipotesi e assunzioni cinematiche:

- spessore costante h della piastra;

- la generica fibra trasversale di lunghezza h subisce un atto
di moto rigido caratterizzato da una velocita di traslazione
trasversale v(x) pari a quella del suo punto medio x &€
I7, piano della lastra, e da un atto di rotazione rigida di tipo
flessionale con vettore assiale w(x) € I1.

Gli autori propongono una tecnica di omogeneizzazione rigorosa ba-
sata su una cella per la quale viene univocamente individuato un siste-
ma di riferimento locale a partire da una terna di versori locali ottenuti
come segue:

- y1 parallelo al versore I che individua la direzione ortogona-

le al primo piano principale di curvatura;
- yzparallelo al versore S che individua la direzione ortogona-

le al secondo piano principale di curvatura;
- ys3 che individua la normale alla superficie voltata in corri-
spondenza della superficie media.

Gl autor1 introducono delle grandezze medie macroscopiche rappre-
sentative delle sollecitazioni membranali (N) e dei corrispondenti tenso-
ri di deformazione (E), delle sollecitazioni flettenti (M) e dei tensori di
curvatura (y), e delle sollecitazioni a taglio e scorrimento fuori piano
(T3) e dei corrispondenti tensori di deformazione (I3). Tali grandezze so-
no ottenute integrando su tutto il volume dell’elemento le grandezze lo-
cali. Si ha pertanto:
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E:[aj]:<g>:vijvg(u)dv (i,j=12)

N {N”E }:<0>:Vijvcdv (i.j=12)
r=La] (%) 31, e (i-12)

M :[M”]=<cy3>=vljvcy3dv (i,j=12)
F3:[73]:<auaayﬁﬁ%y;auaayﬁauzays>=vifv73dv

-I% =[r]= <|0'13; 0'23|> = VEJ‘V e\,

dove

- Veil volume della cella;

-y indica la posizione di un punto della cella elementare nel
sistema di riferimento locale;

- teélo spessore;

- U éil vettore degli spostamenti;

- & e O sono rispettivamente tensioni e deformazioni locali;

- <*> ¢ l'operatore media.

Gli autori propongono I'impiego di un elemento rigido triangolare a
sei nodi, per il quale sono possibili discontinuita nelle velocita lungo i
suoi lati, cioe lungo le interfacce che lo connettono con gli elementi con-
tigui.
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~
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X
Figura 1.28. Elemento curvo a sei nodi e indicazione del sistema di riferimento
curvilineo locale (da Milani et al., 2008)

Sono pertanto le interfacce gli elementi allinterno delle quali si
concentra la dissipazione plastica. Tali elementi sono individuati sulla
superficie media del solido murario, quindi in generale lasse
dell'interfaccia traccia una curva nello spazio. Al fine di determinare le
coordinate spaziali di ciascun punto dell'interfaccia e 1 tre versori del si-
stema di riferimento curvilineo locale dell’elemento, vengono introdotti
due parametri t e p che consentono di stabilire una corrispondenza biu-
nivoca tra un sistema di riferimento in coordinate intrinseche, e ciascun
punto dell’elemento. Ad esempio, per l'interfaccia corrispondente al lato
1-4-2, lungo il quale si ha p=0, le coordinate cartesiane del generico
punto sono date da:

x(t) X(t) = Xoy +(—3Xoy = X +4%o, )1+ 2] (Xoy + X ) = 2%, |2

P=P(t)=] y(t) [=4Y(t) = Yoy +(=3Ypr— Yoo + 4Ypa )t + 2[ (Yor + Yoz ) = 2¥ps |t

z(t) 2(t) = 2y +( =320y — Zpp + 420, )t + 2[ (2 + 2o, ) — 22, |t

mentre la terna dei versori del sistema di riferimento curvilineo locale é
data, per ciascun punto appartenente al lato 1-2, da
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r* =—(oP/et)/|oP/at|x (aP/ap) /|oP/ap]

e

qe:SeXre

E allora possibile introdurre un vettore # delle sollecitazioni
dell'interfaccia definito come

=[Ny NL ML M T
costituito dalle azioni membranali lungo gli assi locali q¢ (N(;q) e s°

(Ns's), dal momento flettente (Mr'm), dalla torsione (Mr'n) e dal taglio

fuori piano (T,'r) Una rappresentazione delle sollecitazioni e riportata

nella figura sottostante.
Ag N As M, AY

35 i i

r
N 0

_ Uy
Figura 1.29. Sollecitazioni agenti sull’elemento curvilineo triangolare (da Mi-
lani et al., 2008)

Il dominio di resistenza Swom del materiale macroscopico omogeneiz-
zato puo essere espresso nella seguente forma:
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. . OV
2= min Z[p(d)av d -2 M.
v ELT\ YY 2 ayj ayi

SM=IN°:E+MT T ¢ =1
v:éwygfy.“f per

dove
- Aé 1l moltiplicatore cinematico delle sollecitazioni macroscopiche
assegnate;
- E e il campo degli incrementi macroscopici di deformazione;
-y é1il campo degli incrementi macroscopici di curvatura;

- T eil campo degli incrementi macroscopici di scorrimento fuori
piano;

- MP% N°T° sono rispettivamente le azioni flettenti, membranali
e a taglio fuori piano unitari, indicando solo la direzione nel do-
minio di resistenza per la quale A € calcolato;

- v éil campo delle velocita,

- Uper € 1l campo delle velocita periodiche;

- P(d) ¢ la potenza dissipata nella cella elementare;

- d é1l campo degli incrementi delle micro-deformazioni.
Per ciascuna interfaccia si indichi con L;; la sua lunghezza, dove i e

J sono gli indici dei nodi di estremita. Si supponga di disporre del domi-
nio di resistenza omogeneizzato dell'interfaccia e linearizzato mediante
m! piani. Il generico piano di linearizzazione ¢! avra un’equazione del
tipo

ALNG +ALNL +BIM,, +BI M, + AT T, =Cf

Al fine di ridurre il costo computazionale e di consentire
Ielaborazione di complesse analisi tridimensionali, la dissipazione pla-
stica, con riferimento all'interfaccia tra i nodi I e 2, viene posta nella
forma
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m'

P! = (WA + WA + W47 et
ql
essendo
- Wi=Ws=Li2/6;
- Wi=2L12/3;

- }Lq'{i ¢ lincremento del moltiplicatore plastico relativo

all'interfaccia I, associato alla linearizzazione della superfice
di resistenza condotta col piano ¢!, relativo al punto i
dell’elemento.
La potenza esterna dissipata puo essere scritta come
p* =(Py + AP )w
con
- P, vettore dei carichi permanenti;
- A moltiplicatore dei carichi per la struttura considerata;
- P/ vettore dei carichi variabili;

- W vettore delle velocita dell’elemento triangolare.

Il problema di programmazione lineare da risolvere al fine di otte-
nere il moltiplicatore dei carichi che porta al collasso la struttura la mi-
nimizzazione di una funzione obiettivo assunta come la differenza tra la
potenza totale interna dissipata e la potenza esterna dissipata dai cari-
chi permanenti. In notazione matematica si ha:

min{Pﬁ"ass"f‘Si; w, }

AFU = b
con <
Aes >0

dove

- U e il vettore delle incognite globali che comprende il vettore
delle velocita (w) e delle rotazioni (@) degli elementi, e il vet-
tore degli incrementi di moltiplicatore plastico delle interfac-
ce ( il,ass);

- Ae¢ ¢ la matrice dei vincoli e contiene le condizioni di norma-
lizzazione, le condizioni al contorno della velocita, e le leggi
del flusso plastico;
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- P contiene i coefficienti WCY di tutte le interfacce.

I1 modello é stato applicato su piccole strutture (volte a botte, a cro-
ciera e sferiche) testate sperimentalmente, ottenendo buon accordo di
risultati. Inoltre sono state eseguite analisi di sensitivita valutando la
sensibilita del modello alla mesh e ai parametri costitutivi del materia-
le. Analisi per macro-elementi
Dall’'osservazione che alcuni elementi strutturali si ritrovano in manie-
ra ricorrente negli edifici storici (in particolare quelli di culto), deriva la
definizione di macro-elemento utilizzata da alcuni autori e introdotta da
De Luca (2004). Numerose ricognizioni su edifici storici a seguito eventi
sismici hanno dimostrato la particolare vulnerabilita di alcune tipologie
di tali macro-elementi che hanno riportato i danni piu severi.

Alcuni autori, che osservano come gli edifici storici possano spesso
essere visti come assemblaggio di macro-porzioni piu semplici, propon-
gono di scomporli in macro-elementi al fine di semplificarne la geome-
tria, e di razionalizzare la valutazione del resistenza.

Lo studio di tali macro-elementi, condotto per mezzo dell’analisi li-
mite (sotto le ipotesi di Heyman), € basato sull’identificazione dei poten-
ziali meccanismi di collasso, e sulla valutazione semplificata del carico
ultimo che li porterebbe al collasso.

Gl studi sono validati da confronti con codici agli elementi finiti, e
sono quindi estesi a geometrie diverse in modo da fornire un utile stru-
mento semplificato per la valutazione della resistenza di queste tipolo-
gie strutturali.

Con tale metodologia sono stati studiati sia gli archi (De Luca,
2004), che 1 portali in muratura (De Luca, 2007).

9. Approcci semplificati

Gli approcci semplificati per la modellazione di edifici in muratura mi-
rano ad una sostanziale riduzione dell’onere computazionale essendo
basati su una modellazione discreta in cui 'elemento base & concepito
per modellare, secondo un approccio semplificato, una porzione finita di
muratura che puo anche rappresentare un intero maschio murario e/o
una fascia di piano.
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La definizione di macro-elemento per indicare ciascuno di questi e-
lementi ¢ quindi significativamente diversa da quella introdotta da De
Luca per indicare intere porzioni di edificio (archi trionfali, portali,
ecc..).

L’intera struttura viene ottenuta per assemblaggio di macro-
elementi e si ottiene cosi un modello globale dell’edificio su cui possono
essere effettuate analisi statiche e dinamiche non-lineari. Il principale
vantaggio che offre tale approccio € quello di ridurre considerevolmente
l'onere computazionale dell’analisi rispetto alla modellazione agli ele-
menti finitl, in quanto viene sostanzialmente ridotto il numero dei gradi
di liberta ed inoltre il comportamento non lineare dell’elemento base
viene generalmente descritto mediante legami costitutivi definiti in am-
bito mono-dimensionale.

Tutti 1 parametri che caratterizzano un macro-elemento sono da in-
tendersi come grandezze medie, 'informazione di cio che avviene local-
mente all'interno della porzione di struttura rappresenta una grandezza
generalizzata.

Le maggiori difficolta che si riscontrano nello sviluppo di un modello
a macro-elementi (o macromodello) risiedono nelle procedure di taratura
dei parametri che lo caratterizzano, specialmente se questi non hanno
un significato fisico immediato o se risentono dell'influenza di diversi
fattori.

Nell’ambito dello studio del comportamento sismico di edifici in mu-
ratura a comportamento scatolare, allo stato attuale, questo approccio
sembra quello ottimale, in quanto consente di ottenere modelli piu raf-
finati rispetto alla schematizzazione di tipo POR, e nel contempo evita
di ricorrere all’utilizzo eccessivamente laborioso degli elementi finiti e
quindi alla definizione di un legame costitutivo locale per la muratura,
operazione questa che risulta essere molto onerosa a causa del compor-
tamento non-lineare e alla presenza di stati tensionali pluriassiali.

Diversi autori hanno sviluppato macro-modelli, sia a geometria fis-
sa che variabile, capaci di rappresentare un intero pannello murario.
Nell’ambito dei macro-modelli ¢ possibile fare un’ulteriore importante
distinzione tra:

- modelli a telaio;
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- modelli piani.

elemento monodimensionale
deformabile flessionalmente e ataglio

zonerigide

Z

Figura 1.30. Schema tipico di un telaio equivalente alla muratura

I modelli a telaio costituiscono una importante categoria e hanno
avuto origine dal pionieristico metodo POR descritto nel seguito. Nei
modelli a telaio ogni parete muraria dell’edificio viene schematizza at-
traverso un telaio equivalente costituito da elementi rigidi connessi ad
aste i1l cui legame costitutivo € non lineare.

Tali metodi si applicano a strutture murarie con distribuzione rego-
lare di aperture, in cui sono facilmente riconoscibili 1 maschi murari col-
legati a fasce di piano tramite una porzione di muratura compresa tra i
due. Sia 1 maschi murari che le fasce di piano vengono modellati con e-
lementi monodimensionali; alle estremita di ogni elemento si prevedono
delle zone rigide che modellano la muratura di collegamento.

I modelli piani considerano wuna rappresentazione piana
dell’elemento murario che viene modellato o attraverso uno schema di-
screto equivalente, oppure mediante elementi piani suscettibili di una
variazione geometrica. Essi risultano in genere computazionalmente pitu
onerosi rispetto ai modelli a telaio, tuttavia consentono una descrizione
del comportamento d’insieme di un intero edificio con un costo computa-
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zionale sensibilmente ridotto rispetto ad una modellazione agli elementi
finiti non-lineari.

Nel seguito si riporta una breve descrizioni delle principali macro-
modellazioni proposte nella letteratura.

9.1. Metodo POR

I1 metodo POR si puo considerare il primo dei modelli a telaio. Per la
sua semplicita € ancora oggi diffuso in ambito professionale, sebbene
presenti numerose limitazioni. Tale metodo € applicabile esclusivamen-
te ad edifici bassi con impalcati di piano sufficientemente rigidi, poiche
si basa sullipotesi fondamentale di impalcati infinitamente rigidi, sia
assialmente che flessionalmente, perfettamente ammorsati alle pareti.
Tale assunzione, comunque molto approssimata, risulta accettabile nel
caso di edifici con solai in latero-cemento, 1 quali, oltre ad offrire una
maggiore rigidezza flessionale rispetto a tutte le altre tipologie di oriz-
zontamenti, risultano usualmente ben ammorsati alle pareti.

Nel caso di edifici con differenti tipologie di impalcato, come solai in
legno o volte portanti, entrambi frequentemente riscontrabili in edifici
storici, le ipotesi formulate risultano molto meno accettabili. In questo
caso, infatti, 1 solai risultano piu deformabili e non sempre 'impalcato &
sufficientemente ammorsato alle pareti verticali.

Il metodo risulta, invece, del tutto inapplicabile a edifici privi di im-
palcati. Tale situazione si riscontra in diverse tipologie di costruzioni a
carattere monumentale, come ad esempio le chiese.

Assumendo gli impalcati infinitamente rigidi, le pareti di ogni piano
s1 comportamento come un sistema di molle in parallelo che collegano
due impalcati contigui. La rigidezza assiale dei setti viene trascurata,
pertanto il sistema presenta complessivamente tre gradi di liberta per
ogni impalcato. Spesso viene trascurata anche la rigidezza fuori piano
delle pareti in quanto risulta notevolmente inferiore rispetto alla rigi-
dezza nel piano. I setti vengono modellati come molle alla traslazione
nella direzione della parete stessa, il legame costitutivo ad esse asse-
gnato ¢ elastico, perfettamente plastico con duttilita limitata.
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Le analisi in campo inelastico vengono condotte applicando le forze
orizzontali nel centro di massa di ogni impalcato. Tali forze si distribui-
ranno inizialmente a seconda delle rigidezze elastiche delle molle. Du-
rante l'analisi, quando una parete giunge al proprio limite di snerva-
mento inizia a deformarsi senza incrementare il proprio carico, fino al
raggiungimento del valore ultimo dello spostamento. A questo punto ta-
le parete viene eliminata dallo schema di calcolo in quanto non € piu in
grado di portare carico. L’analisi procede finché € possibile garantire
l'equilibrio.

Originariamente il metodo POR prevedeva esclusivamente la rottu-
ra a taglio diagonale che portava a valutare il taglio ultimo con la for-
mula proposta da Turnsek e Cacovic (1971). Validato con I'osservazione
dei risultati di diverse prove sperimentali (Tomazevic, 1990 e 1996), tale
criterio si basa sull’assunzione che la rottura avviene quando la tensio-
ne principale di trazione, nella zona centrale del pannello, eguaglia la
resistenza a trazione della muratura.

La formula che esprime tale criterio si ricava facilmente mediante
I'ipotesi di distribuzione parabolica delle tensioni tangenziali lungo la
sezione del pannello, con valore massimo pari a 1.5*V/A in corrispon-
denza dell’asse baricentrico, e deriva da semplici considerazioni sullo
stato tensionale. Basta, infatti, ricavare l’espressione della tensione
principale di trazione in corrispondenza proprio dell’asse del pannello,
di seguito riportata:

2 2
o, = PP+’ = \/(;j +(1.5\%\j

essendo

ot la tensione principale di trazione;

P lo sforzo normale agente sul pannello;
p la pressione media;

Vil taglio agente;

B e tla base e lo spessore del pannello;
A=B*t 'area della sezione trasversale.

Uguagliando questa espressione con la resistenza convenzionale a
trazione, 'espressione del taglio ultimo assume la forma
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Il termine ow rappresenta la resistenza a trazione della muratura;
tale parametro ¢ in linea teorica una grandezza puntuale, tuttavia in
quest’ambito deve essere interpretato come un parametro di tipo globa-
le, dato che ¢ riferito all'intero pannello. Non ¢ detto inoltre che esso
debba coincidere con la resistenza a trazione misurabile con una prova a
trazione sulla muratura; esso va piuttosto determinato eseguendo una
prova di taglio che permetta di ricavare il taglio ultimo, e poi invertendo
la formula di Cacovic. Per marcare il carattere macroscopico e non locale
del parametro ow, esso spesso viene indicato come resistenza convenzio-

u

nale a trazione.

La formula di Cacovic viene spesso riportata in funzione del para-
metro 7z che rappresenta la tensione tangenziale media in condizioni ul-
time (Va/A) in assenza di sforzo normale, e non in termini di ow. E facile
notare che questi due parametri sono legati dalla relazione m=ow/1.5.
Con queste posizioni la formula di Cacovic puo essere scritta come

Il parametro z presenta il vantaggio di avere un riscontro fisico piu
immediato rispetto alla tensione convenzionale a trazione. Se infatti si
esegue una prova di taglio su un campione di muratura (in assenza di
sforzo normale), per determinare 7 basta dividere il valore del taglio ul-
timo che si registra per 'area della sezione trasversale del pannello e-
saminato.

In successive versioni del metodo si € cercato di tenere conto anche
della possibilita di una rottura per presso-flessione del maschio mura-
rio, considerando quindi anche un criterio di rottura a presso-flessione
(POR-flex).

Il carico ultimo della struttura determinato attraverso il metodo
POR risulta essere una stima per eccesso di quello reale. Cio € conse-
guenza dell’ipotesi di impalcati rigidi, che corrisponde ad un vincolo alla
rotazione sulle facce superiore ed inferiore dei pannelli murari. Un pan-
nello inserito in una struttura si trova, in realta, in una condizione di
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vincolo intermedia tra quella di parete libera in testa e quella di parete
vincolata in testa alla rotazione. L’effettivo grado di vincolo dipende dal-
la rigidezza delle fasce di piano e dalla presenza o meno del cordolo di
piano. Non ¢é detto inoltre che tale condizione di vincolo resti immutata
durante tutta I’analisi, ma é piuttosto probabile che cambi a seguito di
eventuali rotture o plasticizzazioni che interessano gli elementi a con-
tatto col pannello stesso (fasce di piano, cordoli, ecc..).

9.2. Metodo SAM

Un approccio che schematizza una diversa condizione di vincolo nei ma-
schi murari, denominato metodo SAM, & stato proposto nella sua prima
versione da Magenes e Calvi (1996). Il modello € stato successivamente
implementato in un apposito codice di calcolo da Magenes e Della Fon-
tana (1998). Esso riconduce la generica parete a un telaio composto da
elementi asta che, a differenza dei metodi di tipo POR, modellano sia i
maschi murari che le fasce di piano. Inoltre vengono previste delle zone
rigide alle estremita di ogni asta che simulano le porzioni murarie di
collegamento tra maschi e fasce di piano. Ad ogni maschio murario vie-
ne associata una legge taglio-spostamento orizzontale di tipo elasto-
plastico, come mostrato in figura, e il valore del taglio ultimo & dato dal
minore tra i valori corrispondenti ai diversi meccanismi di rottura (rot-
tura per flessione, rottura per scorrimento, rottura per fessurazione
diagonale). Lo spostamento limite viene fissato in termini di distorsione
ultima. In Magenes e Calvi (1997) viene messo in luce che lo spostamen-
to (Sunimo) ultimo puo essere espresso in termini di scorrimento ultimo.
Tale valore, per pareti caratterizzate da un meccanismo di collasso per
taglio con fessurazione diagonale, risulta essere un parametro stabile.
Molti autori, a seguito di prove sperimentali, propongono un’espressione
dello scorrimento ultimo data da

yultimo = 5ultimo / H =0.5%

dove con durimo si indica lo spostamento orizzontale ultimo della se-
zione di sommita della parete e con H 'altezza della parete.
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Figura 1.31. Legami costitutivi: comportamento flessionale dei maschi e della
fasce e comportamento a taglio dei maschi, e comportamento a taglio delle fa-

sce

I1 legame costitutivo degli elementi che modellano le fasce € lineare
fino al valore del taglio massimo, raggiunto il quale si ha una rottura
fragile. Per la valutazione del taglio ultimo, per tali elementi, si consi-
derano solo i meccanismi di rottura a scorrimento e per fessurazione
diagonale, mentre non viene considerata la possibilita che una fascia
possa rompersi per flessione.

L’analisi con il metodo SAM viene condotta per incrementi fissati
del carico. Il primo passo consiste nel determinare la distribuzione dei
tagli nei maschi che equilibra il carico, secondo la rigidezza di ognuno,
imponendo l'eguaglianza degli spostamenti orizzontali di tutti 1 punti
afferenti a un impalcato.

Noti 1 tagli, si determinano 1 momenti alle estremita dei maschi,
considerando come punto di nullo del diagramma del momento quello di
inizio passo. A inizio analisi vanno inoltre fissate le posizioni iniziali dei
punti di nullo per tutti i maschi; tale valutazione verra fatta in base alla

condizione di vincolo di ciascun elemento.
maschio superiore

Mz |
Mis /' ™ fascia) Mrs = (Mps + Mp) « (KS(Ks + Ka))
N Mg Mis = (Mps + M) (Ko/(Ks + Ka))
VAN
Mpi

maschio inferiore
Figura 1.32. Particolare del nodo trave colonna dello schema a telaio



Capitolo 1 — Modellazione strutturale di edifici storici: 69
stato dell’arte

La procedura di calcolo prevede che venga imposto I'equilibrio alla
rotazione di ogni nodo, come mostrato in figura, al fine di ricavare 1
momenti alle estremita delle fasce, e quindi 1 tagli agenti in ogni fascia.
Lo sforzo normale agente nelle fasce & direttamente valutabile dai tagli
di estremita dei maschi; inoltre & possibile verificare se a fine passo 1 ta-
gli agenti nelle fasce superano il valore corrente del taglio ultimo. Se in
qualche fascia si € superato il taglio limite, si riporta il valore del taglio
al valore massimo, e I'eccedenza di momento che ne scaturisce viene ri-
distribuita agli elementi dei nodi che afferiscono a tale fascia secondo le
rigidezze di ognuno. Tutti gli elementi interessati dalla ridistribuzione
subiscono una variazione del diagramma del momento, mentre viene
mantenuto costante il taglio agente. I punti di nullo dei momenti nei
maschi subiscono quindi delle variazioni, e tale circostanza implica che
sono state mutate le condizioni di vincolo dei maschi interessati dalla
rottura di una fascia.

Dopo aver effettuato tutte le ridistribuzioni relative alle fasce rotte,
si determinano gli sforzi normali agenti nei maschi, imponendo
lequilibrio alla traslazione verticale dei nodi.

Per ogni maschio si dispone sia dei tagli che degli sforzi normali di
fine passo e si puo effettuare una verifica sull’ammissibilita del valore
dei tagli rispetto ai criteri di snervamento prescelti. Se si riscontrano
valori di taglio maggiori del taglio massimo corrente, si procede a ridi-
stribuire ’eccedenza di taglio a tutti gli elementi ancora elastici, e la ri-
gidezza del maschio che € giunto a snervamento, nel passo successivo,
verra considerata nulla.

Il metodo nella sua semplicita ha il pregio di tenere in considera-
zione molti aspetti essenziali della risposta di una parete muraria:

- coglie la variazione di sforzo normale nei maschi durante
Panalisi, elemento essenziale poiché influenza la resistenza a taglio dei
maschi stessi;

- prevede tutti 1 meccanismi di rottura cul puo essere soggetto un
pannello murario;

- prevede la variazione delle condizioni di vincolo cui € soggetto un
maschio murario a seguito della rottura di una fascia.
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Il metodo SAM e stato applicato a diverse pareti benchmark, di cui
s1 conosceva con sufficiente approssimazione la risposta a carichi oriz-
zontali, sia in termini di taglio ultimo che di meccanismo di collasso.

Una descrizione approfondita del metodo SAM, confrontato con al-
tre metodologie semplificate, € riportata in Magenes et al. (2000).

9.3. Modello a ventaglio multiplo

Il primo tentativo di modellare la muratura tramite un macroelemento
¢ probabilmente quello proposto da Braga e Liberatore (1990 e 1997),
con l'introduzione di un macroelemento bidimensionale, denominato a
ventaglio multiplo poiché é composto da una serie di conci elementari di
forma triangolare compressi, come mostrato nella figura sottostante.

Figura 1.33. Macromodello a ventaglio multiplo

Figura 1.34. Modello a puntone equivalente: individuazione della sezione e del-
la inclinazione del puntone equivalente al pannello, e intera parete modellata
con 1 puntoni equivalenti
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Il modello si basa su alcune ipotesi formulate sullo stato tensionale,
che mirano a simulare una resistenza a trazione della muratura nulla. I
parametri cinematici che governano il modello sono sei, assunti coinci-
denti con le due traslazioni e con la rotazione dei punti medi delle sezio-
ni di estremita del pannello.

Le applicazioni eseguite utilizzando tale modello, mostrano gene-
ralmente una sovrastima del carico ultimo della struttura. Tale circo-
stanza € dovuta probabilmente al fatto che tale modello non prende in
considerazione in alcun modo 1 meccanismi di rottura a taglio e a scor-
rimento che possono verificarsi in un pannello murario.

9.4. Macromodello a geometria variabile

I1 modello € stato proposto da D’ Asdia e Viskovic (1993) per lo studio di
pareti piane caricate da forze orizzontali nel proprio piano. Successiva-
mente € stato aggiornato dagli stessi autori (1996) per essere applicato
allo studio di strutture tridimensionali.

I1 modello si presta bene a modellare strutture regolari, nelle quali
si distinguono nettamente gli elementi “maschio” e “fascia di piano” da
quelli “nodo di collegamento”, connessione rigida tra maschi e fasce.

I1 modello é basato sulla introduzione di macroelementi costituiti da
un numero limitato di elementi finiti elastico-lineari di forma triangola-
re. Tali elementi finiti sono a deformazione costante, caratterizzati cioé
da un campo di spostamenti che dipende linearmente dagli spostamenti
dei vertici.

Le dimensioni dei singoli elementi finiti sono paragonabili a quelle
del pannello; tale scelta e giustificata dalla considerazione che il mate-
riale € elastico lineare a compressione e dall’assunzione di conservazio-
ne delle sezioni piane. In tali circostanze, infatti, gli stati deformativo e
tensionale di un corpo sono completamente determinabili tramite gli
spostamenti del vertici, per cul si possono utilizzare elementi finiti di
dimensioni paragonabili al pannello stesso.

Vengono definiti due macroelementi distinti, rappresentati nella fi-
gura seguente: il primo € pensato per modellare 1 pannelli murari costi-
tuiti dai maschi murari e dalle fasce di piano di un edificio, il secondo,
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invece, serve a modellare la porzione di muratura che funge da collega-
mento proprio tra 1 maschi e le fasce.

Il principio di base del modello ¢ di modificare la geometria
dell’elemento pannello al fine di escludere la porzione di muratura in
cui le tensioni di trazione superano il valore di resistenza della muratu-
ra, in modo da riprodurre la parzializzazione progressiva della sezione
trasversale del pannello, con conseguente degrado di rigidezza globale
del sistema.

Fay \L l/ Fay ( a) (b)
Fax Fax
E—— r <
Fix F2x
= .

| les

Figura 1.35. a) Rappresentazione del macro-elemento per la modellazione di un
pannello murario e indicazione delle forze nodali che caratterizzano lo stato
tensionale nel pannello; b) Rappresentazione del macroelemento per la model-

lazione della muratura di collegamento tra maschi e fasce di piano
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Figura 1.36. Assemblaggio di una parete piana

Gli elementi finiti, nel pannello, sono disposti in maniera tale che,
variando la forma dei singoli triangoli, la geometria del pannello possa
essere variata, durante 'analisi, in funzione dello stato tensionale agen-
te sul pannello stesso, in modo da escludere la porzione di sezione in cui
la trazione ha superato il limite ammissibile.

Nella figura sottostane una possibile configurazione variata della
geometria del pannello per simulare la parzializzazione della sezione. Si
¢ indicato lo stato tensionale nelle sezioni di estremita in termini di
sforzo normale (IV), taglio (7) e momento (M). Inoltre si considera che la
muratura possa offrire una piccola resistenza a trazione.
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Figura 1.37. Pannello con geometria variata

I triangoli esterni dell’elemento di collegamento sono quelli che pos-
sono variare la loro forma per seguire le variazioni di geometria dei ma-
schi o delle fasce che collegano. I nodi e 1 triangoli interni, invece, sono a
geometria fissata. Nel rappresentare I’elemento di collegamento, si sono
indicati con un cerchio vuoto i nodi a geometria fissa e con un cerchio
pieno i nodi la cui posizione viene aggiornata durante 'analisi.

Nella figura seguente ¢ schematizzato 'assemblaggio tra due pan-
nelli (maschio e fascia) tramite un elemento di collegamento, in configu-
razione variata, nella quale cioé la geometria dei pannelli ¢ stata ag-

giornata a causa della parzializzazione della sezione.
\

‘ Fasciadi piano

V7] Areadd pannélloin trazione

Maschio murario

Figura 1.38. Assemblaggio di un maschio murario e una fascia, mediante

I'interposizione di un elemento di collegamento, in configurazione variata
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Si puo notare inoltre la variazione di forma che devono subire i
triangoli esterni dell’elemento di collegamento per continuare a garanti-
re la congruenza.

L’analisi viene condotta per passi successivi di carico; alla fine di
ogni passo si determinano le forze nodali e quindi la risultante in termi-
ni di sforzo assiale, taglio e momento agente nel pannello.

In base a tale risultante, si determina la distribuzione degli sforzi
lungo la sezione, e viene quindi variata la posizione dei nodi esterni in
maniera da escludere la zona fessurata. La geometria cosi ottenuta sara
quella di partenza per il passo successivo.

E’ interessante notare come, al’aumentare della parzializzazione
della sezione, la forma e il comportamento del pannello si avvicinano
sempre piu a quelli di un puntone, cogliendo in pieno la reale tendenza
della muratura a resistere ai carichi assumendo configurazioni di equi-
librio con sviluppo di sole tensioni di compressione.

T T
—= I 7] —= ’ 7]
~ ]
\\\ 1
Puntoneinterno |\ N
alamuratura N
E— \ \
\ \
\ \
zona fessurata \ \
—_— \\ \
N\ \\
N
AN \
N \\
==/ >
“ “
muraturareae modello teorico

Figura 1.39. Comportamento a puntone della muratura reale e del macroele-

mento a geometria variabile

La procedura non ¢ iterativa nel passo, quindi perché i risultati sia-
no sufficientemente accurati, bisogna che 1 passi di carico siano piccoli.

Il modello si presta bene all'inserimento di elementi ¢russ in corri-
spondenza dei nodi fissi dell’elemento di collegamento. Tali elementi
consentono facilmente di schematizzare barre di armatura e il compor-
tamento assiale di cordoli di piano. Non vi € tuttavia la possibilita di
modellare I'interazione flessionale tra 1 cordoli di piano e la muratura.
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9.5. Macromodello di Brencich e Lagomarsino

Trattasi di un macromodello, introdotto da Brencich e Lagomarsino
(1997), i1dealmente suddiviso in tre moduli. Uno centrale (pannello), de-
formabile solo a taglio, e due moduli periferici (interfacce) in corrispon-
denza delle sezioni di base e di testa, che possono subire solo deforma-
zioni di tipo flessionale. Le due interfacce hanno dimensioni nulle; solo
per comodita di rappresentazione in figura queste presentano dimensio-
ni finite.

Considerando il vincolo di rigidita a taglio dei due moduli periferici
e 1l vincolo di rigidita flessionale del modulo centrale, il macro-elemento
presenta complessivamente otto gradi di liberta. Come parametri la-
grangiani vengono scelte le traslazioni e le rotazioni dei punti medi del-
le sezioni di base e di testa wes=[ui, v1, ¢1, us, vz, ¢2f, nonché la traslazio-
ne e la rotazione del baricentro della zona centrale upan=/5, ¢/].

o i
;
i uj
T —
interfacce deformabili @ (b)
assialmente
3 e
P I
Nc C
Pannello centrale
deformabile ataglio
Ni ‘ i Vi ‘ ui
M N

Figura 1.40. Schematizzazione del macro-elemento: (a) forze nodali, (b) spo-

stamenti nodali

Viene mantenuta l'ipotesi di conservazione delle sezioni piane,
quindi il vettore ues: caratterizza completamente la deformata esterna
del macro-elemento. Per I'assemblaggio dei vari elementi che costitui-
scono l'intera struttura sono necessari esclusivamente 1 gradi di liberta
Uest.

Il vettore upan € essenziale per caratterizzare la cinematica del mo-
dulo centrale, in modo tale da poter determinare gli spostamenti relativi
tra le interfacce di estremita e il modulo centrale stesso. Da questi deri-
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vano le deformazioni flessionali delle interfacce e la deformazione a ta-
glio del pannello centrale.

)
J/AT . — —
y=Ui-Ui-pch ! 5
o -
= \b? . s
Ui, Vi, i

U=vi=¢i=0

Figura 1.41. Cinematica dei vari moduli del macromodello

Si osservi che tale modello permette di imporre la congruenza in
corrispondenza di una sola coppia di lati paralleli (interfacce), pertanto
ogni macro-elemento puo essere affiancato ad altri solo lungo tali due
lati, mentre gli altri due devono rimanere liberi.

Tale circostanza non comporta alcuna limitazione nella modellazio-
ne di maschi murari e fasce di piano. Risulta, invece, essere un limite
nella modellazione della porzione di muratura che collega i maschi con
le fasce, che difatti gli autori del macromodello considerano rigida. Que-
sta ipotesi & avvalorata dalla considerazione che 'azione di confinamen-
to che questa zona riceve dai maschi murari, dalle fasce di piano e da
eventuali cordoli o pareti sovrastanti gli conferisce una elevata rigidezza
e che eventuali fessurazioni, probabilmente, si localizzeranno in corri-
spondenza dell’attacco con 1 pannelli. Peraltro, considerare la zona di
collegamento rigida oppure elastica non € un’ipotesi inusuale: viene uti-
lizzata, ad esempio, nella schematizzazione a telaio e trova giustifica-
zione nelle osservazioni di edifici colpiti da eventi sismici, nei quali ra-
ramente si riscontrano danneggiamenti in tali zone di collegamento.
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« nodi del modello
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B maschi murari
i [ fascedi piano

Figura 1.42. Parete piana ottenuta tramite assemblaggio di macroelementi e

zone rigide

Tuttavia, in molti casi, il modello considerato puo risultare parec-
chio limitativo a causa dell’ impossibilita di affiancare lateralmente due
macro-elementi. Non é infatti possibile modellare un pannello murario
attraverso pit macroelementi allo scopo di ottenere una risposta piu
dettagliata. Analoghe difficolta si riscontrano nel caso di strutture con
geometria complessa o con una disposizione irregolare delle aperture.

Pur considerando geometrie semplici, puo risultare inoltre difficile
I'inserimento nel modello di elementi strutturali che interagiscono con
la muratura, come ad esempio un cordolo di piano, a meno di non cor-
reggere opportunamente i legami costitutivi del macro-elemento.

Le interfacce sono costituite da un insieme continuo di molle non
reagenti a trazione e a comportamento elastico-lineare in compressione.
Tali molle sono caratterizzate dalla rigidezza per unita di superficie k.

Il comportamento a taglio del pannello centrale & caratterizzato da
una fase iniziale elastica con successivo sviluppo di deformazioni plasti-
che e di degrado, secondo una formulazione analoga al legame costituti-
vo a piani di danneggiamento, appena descritto.
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La rigidezza iniziale a taglio del pannello centrale, considerando
una distribuzione uniforme delle tensioni tangenziali in tutte le sezioni,
risulta

G-A
Ky==""

essendo G 1l modulo di elasticita tangenziale iniziale della muratura, h
l'altezza del pannello e A la sua area della sezione trasversale.

Se si1 considera inizialmente un comportamento elastico lineare sia
per le interfacce che per il pannello centrale, la matrice di rigidezza ela-
stica sara data da

[GA/H 0 0 -GA/h 0 0 0 -GA
0 KA 0 0 0 0 —kA 0
0 0 1 kAb? 0 0 0 0 1 kAb?
12
-GA/h 0 0 GTA 0 0 0 GA
Ky =
0 0 0 0 KA 0 —kA 0
0 0 0 0 0 ikAbz 0 —ikAb2
12 12
0 —kA 0 0 —kA 0 2kA 0
-GA 0 1 kAb?>  GA 0 1 kAb?> 0 GAthlkAb2
L 12 12 6 |

con riferimento ai gradi di liberta

u=[ui Vi @ U Vi ej 5 g
e alle forze (e momenti) nodali

F=[T N M, T, N; M; 0 O]

La non linearita dovuta al contatto monolatero nelle interfacce e al
legame a taglio del pannello centrale sono prese in considerazione, non
attraverso I'aggiornamento della matrice di rigidezza, che viene mante-
nuta costante, bensi attraverso I'introduzione di un vettore di pseudo
forze, che contiene 1 contributi, in termini di forze nodali, delle non li-
nearita.

F*:[Ti* N M T N M N M;]
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Tale vettore, in generale, puo essere definito attraverso semplici
considerazioni sulla formulazione del legame elasto-plastico. Si puo in-
fatti scrivere la seguente relazione tra le forze nodali e gli spostamenti
elastici

F=K,- Uy

Esplicitando la parte plastica degli spostamenti si ottiene

F=Ky-(u-u,)

Introducendo il vettore delle pseudo forze esterne (F*) come segue

F'=-Kg-uy

1l legame si puo scrivere in funzione della rigidezza elastica, dato che 1
termini relativi alle non linearita sono racchiusi nel vettore appena de-
finito. Si ha infatti

F-F = Ky -U

L’analisi deve essere condotta in termini incrementali e ad ogni
passo, a partire dalla deformata corrente si pud determinare il vettore
F*(u). Qualora il vettore delle pseudo-forze non sia nullo, occorre effet-
tuare alcune interazioni fin quando non si ottenga tale condizione.

Le componenti del vettore F* possono essere determinate distin-
guendo tra i termini relativi alle interfacce e i1 termini relativi al com-
portamento tagliante. Le componenti del vettore F* relative al compor-

tamento assiale-flessionale ([T, N, M/ Tj* N’; MT]), sono dovu-

te esclusivamente ai distacchi, essendo il legame costitutivo lineare a
compressione e possono essere facilmente calcolate a partire dalla di-
stribuzione delle tensioni di trazione relative a un comportamento ela-
stico lineare, sia a compressione che a trazione.
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Deformata corrente

m o legame elastico

o legame monolatero
%\W _
| squilibrio

N*=RT
U M* = R¥d

Figura 1.43. Diagrammi delle tensioni normali relative al legame elastico, al

legame monolatero e allo squilibrio

N’ k-A

n

2R e -ol-b+2:(5.-v)T-H(le|-b/6
8'|(0n—(0c| |:|¢n (Dc| + (c Vn):l (|Q"|| )

 _ k-A
" 24b|¢n_¢c|(¢n_¢c)

|:|¢n _¢c|'b+2'(5c _Vn)]2 ‘H (|en|_b/6)

Nelle espressioni delle caratteristiche della sollecitazione si indichi
con 1l pedice n I'estremo dell’elemento considerato (i o j); b indica la lar-
ghezza del pannello, A=b*s 'area trasversale, H la funzione a gradino di
Heaviside che fa consente di annullare i termini relativi al vettore delle
pseudo-forze se la sezione non € parzializzata.

[(0n=0:) b=(5,-v) |-

Rimane da esplicitare il termine relativo alle deformazioni plastiche
di taglio. Con ragionamento analogo a quello visto per i termini del vet-
tore delle pseudo-forze F*si puo scrivere

* G * A
T =_T.5p|
dove & € la componente plastica della deformazione totale a taglio & su-
bita dal pannello centrale.
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Figura 1.44. (a) Versi positivi della sollecitazione di taglio e dello squilibrio,(b)

rappresentazione dello squilibrio

Come gia accennato, il legame costitutivo a taglio &€ analogo a quello
definito nel modello continuo a piani di danneggiamento, che in questo
caso si potra formulare in termini di variabili globali, grazie all'ipotesi
di stato tensionale e deformativo uniformi all'interno del pannello cen-
trale.

Si consideri la relazione che esprime lo scorrimento plastico in fun-
zione delle due variabili di stato ae f

rp=Coa(c-1)
essendo « una variabile scalare di danno e f la tensione tangenziale do-
vuta all’attrito. Attraverso passaggi elementari si esplicita 'espressione
precedente in jp

- 6r-7,)-1]

Yo (1+G-C-a):G-{C-a-7/— é}

, :G.C'_a.[y_ 1}
1+G-c-«a G

Poiché si hanno tensioni e deformazioni uniformi, si possono intro-
durre le grandezze globali al posto delle locali. Si considerera, quindi, la
forza totale di attrito F al posto di f e lo scorrimento totale a taglio ()
anziché y.
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i F
A
o=y-h

e sostituendo

5,=6. 2% |5 N ¢
11Gca | GA

Lo scorrimento globale del pannello si puo esprimere in funzione
degli spostamenti nodali

o=uU;-U—-¢.-h

Infine si ottiene

5pl :G.C.—a.{(uj —-u, _¢c h)—h F:l

1+G-ca G-A

Il resto delle relazioni, che unitamente all’espressione appena tro-
vata, governano il comportamento a taglio del pannello centrale e vanno
riferite a variabili globali.

Le condizioni limite sono

o, =|F|+u-N, <0
9 =Y—-R(a)<0

R é definita analogamente al modello di elementi finiti introdotto da
Lagomarsino e Gambarotta ed e caratterizzata dai parametri c e
R=R(a=1).

1 2
Y ==.¢c(T-F

m

I1 dominio di rottura a taglio € dato da
T|-p-Ni<T = R
Cc
Tornando al calcolo dello squilibrio, si ottiene
G-A G-A Gca h

- . = . . U —u. + -h _{_.F
h ™ h 1+G-C-a[(' 1) G }

Le componenti di F*, risultano

Ti* _T

T =
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I parametri che caratterizzano il modello sono E e & per il compor-
tamento assiale-flessionale, il modulo G della muratura, la resistenza
limite a taglio in assenza di sforzo normale (77) , il coefficiente di attrito
(u), e 1 parametri ¢, fper che regolano la duttilita e la fase di softening
per il comportamento a taglio .

Essi sono tutti facilmente determinabili attraverso prove di com-
pressione semplice e di taglio su campioni di muratura. E 1Importante
sottolineare che sarebbe inutile condurre prove sui singoli elementi vi-
sto che si1 intende riprodurre il comportamento macroscopico
dell’elemento strutturale.

9.6. Macro-elemento di Calio et al.

I1 modello discreto descritto a seguire viene introdotto da Calio et al.
(2005). Poiché il modello proposto nel presente lavoro costituisce
un’estensione di questo macro-elemento, esso verra descritto in maniera
piu dettagliata rispetto a quelli sinora riportati.

La ricerca si ¢ sviluppata in due fasi principali. In un primo tempo &
stato introdotto un elemento piano, atto a modellare pareti piane carica-
te nel proprio piano; 'ambiente di modellazione € stato poi arricchito in-
serendo nuovi elementi come diaframmi e aste, che consentono di valu-
tare l'interazione della muratura con gli altri elementi strutturali di un
edificio, ed estendendo il modello alla valutazione del comportamento
non lineare di intere strutture in muratura con comportamento scatola-
re. Successivamente il modello piano € stato esteso al caso tridimensio-
nale dagli stessi autori (2008), includendo i gradi di liberta fuori piano e
consentendo la valutazione del comportamento sismico di strutture mu-
rarie anche a comportamento non scatolare, consentendo quindi di co-
gliere anche 1 meccanismi di primo modo.

Questo macro-elemento, data la sua notevole versatilita e adattabi-
lita ai numerosi problemi che la modellazione di edifici in muratura
comporta, rappresenta il valido punto di partenza da cui questo lavoro
prende spunto.
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9.6.1. Modello piano

I1 modello, nella sua prima versione proposto da Panto (2003), & rappre-
sentato da un modello meccanico equivalente, grazie al quale una por-
zione di muratura viene schematizzata mediante un quadrilatero artico-
lato 1 cui vertici sono collegati da molle diagonali non lineari (Figura
1.45) e 1 cui lati rigidi interagiscono con 1 lati degli altri macro-elementi
mediante delle interfacce discrete con limitata resistenza a trazione.

Pertanto 1l modello si puo pensare suddiviso in due elementi princi-
pali: un elemento pannello costituito dal quadrilatero articolato (Figura
1.45) e da un elemento di interfaccia costituito da un insieme discreto di
molle che determinano il legame che caratterizza l'interazione non-
lineare tra quadrilateri adiacenti o con 1 supporti esterni, come si evince
dalla figura 1.46.

I ﬁ
Figura 1.45. Pannello

Le molle diagonali dell’elemento pannello simulano la deformabilita
a taglio della muratura. Nelle molle poste in corrispondenza delle inter-
facce é concentrata la deformabilita assiale e flessionale di una porzione
di muratura cor-rispondente a due pannelli contigui.
molle trasversali

molla a scorrimento

Figura 1.46. Elemento di interfaccia
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Le molle non-lineari (NLink), nel loro insieme, consentono di simu-
lare 1 principali meccanismi di collasso della muratura nel proprio pia-
no. Il numero delle molle per ciascuna interfaccia € arbitrario, e viene
determinato in base al grado di dettaglio che si intende raggiungere; ¢
importante tuttavia evidenziare che all’aumentare del numero di molle
non corrisponde un aumento del numero di gradi di liberta totali, pur
aumentando l'onere computazionale associato alla non-linearita degli
elementi deformabili. La figura 1.46 riporta uno schema meccanico rela-
tivo al comportamento piano dell'interfaccia, in esso si pud osservare
una fila di molle flessionali (ortogonali all'interfaccia) e un’unica molla
longitudinale per la modellazione dello scorrimento nel piano.

E evidente che l'interazione con altri elementi puo avvenire su cia-
scuno dei lati di un pannello, e che I'elemento di interfaccia puo interes-
sare un intero lato di un elemento o solo parte di esso. I1 modello pre-
vede la presenza di un’interfaccia ogni qualvolta un pannello abbia un
lato, o una porzione di esso, in comune con un altro pannello o con un
supporto esterno (Figura 1.45).

Questo approccio permette di modellare agevolmente anche schemi
strutturali che presentano geometrie complesse e irregolari (ad esempio
aperture non allineate).

p1*; p2* : vertici ausiliari

interfacce tra elementi
p2* a lati sfalsati

— p*  interfacciatra elementi
alati coincidenti

interfacce tra un elemento
€ un supporto esterno

L A
v supporto esterno

Figura 1.47. Esempio di individuazione degli elementi di interfaccia

I1 fatto che il pannello possa interagire lungo ciascuno dei suoi lati &
uno degli aspetti originali del modello. Tale circostanza determina nu-
merosi vantaggl poiche consente una modellazione efficiente delle fasce
di piano in cui 'eventuale azione di confinamento agisce in direzione o-



Capitolo 1 — Modellazione strutturale di edifici storici: 87
stato dell’arte

rizzontale, rende agevole la valutazione dell’effetto di interazione tra la
muratura ed altri elementi (ad es. cordoli di piano), e consente inoltre di
modellare una parete di muratura sia con una mesh di macro-elementi
minima che mediante una discretizzazione piu fitta (Figura 1.49).

La possibilita di suddividere 'elemento murario in una mesh di piu
elementi piu piccoli sembrerebbe ricalcare la filosofia tipica dei modelli
agli elementi finiti; tuttavia appare necessario evidenziare che 1'utilizzo
di una mesh di macro-modelli rappresenta una possibilita e non una ne-
cessita, come nel caso dei modelli agli elementi finiti. In questo caso in-
fatti, un singolo macro-elemento & gia concepito per simulare la risposta
del pannello murario che rappresenta a prescindere dalla sua estensio-
ne; tuttavia una mesh piu fitta consente una descrizione piu dettagliata
della cinematica e la possibilita di cogliere con maggiore accuratezza il
meccanismo di collasso.

Figura 1.48. Muratura modellata mediante una mesh di macro-elementi
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Figura 1.49. Modellazione di un prototipo di parete mediante due differenti

mesh: discretizzazione della parete

L’irregolarita geometrica e di disposizione delle aperture puo costi-
tuire senz’altro un esempio per il quale il ricorso a una mesh piu fitta
rispetto a quella di base puo essere auspicabile non tanto ai fini della
valutazione di una piu accurata valutazione della resistenza globale del-
la struttura, quanto invece al fine di migliorare il livello di dettaglio nel-
la valutazione del meccanismo di collasso, come risulta chiaro dalla fi-
gura 1.49.

9.6.1.1. La modellazione del comportamento della muratura
nel proprio piano

I1 collasso di un elemento murario caricato verticalmente e sollecitato
nel proprio piano con azioni orizzontali crescenti si manifesta secondo
tre possibili meccanismi come rappresentato in figura 1.50. Il meccani-
smo indicato in figura 1.50 (a) &€ di natura prevalentemente flessionale
(rocking), in esso la rottura € associato alla fessurazione in corrispon-
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denza delle fibre tese e/o allo schiacciamento in corrispondenza delle fi-
bre compresse. Gli altri due meccanismi di collasso rappresentati nelle
figure 1.50, (b) e (c), sono meccanismi di rottura a taglio associati rispet-
tivamente alla fessurazione diagonale e allo scorrimento.

q

e A s s vy uvve C AN ve ey vy nl,
1 I ¥ i i
| | | |
| | | |
| | |
| |
| |
| |
| |

{\ @ (b) i e

2 7 7

Figura 1.50. Meccanismi di rottura nel piano di un pannello murario; (a) rot-
tura per schiacciamento/ribaltamento; (b) rottura a taglio per fessurazione dia-

gonale; (c) rottura a taglio per scorrimento

I1 modello meccanico equivalente, con la sua cinematica, consente di
cogliere tutte queste tipologie di meccanismo di collasso nel piano come
mostrato in figura 1.51, nella quale sono rappresentati 1 meccanismi di
collasso del modello equivalente, corrispondenti a quelli reali gia ripor-
tati nella figura precedente.

Come gia noto, il meccanismo di collasso flessionale nel piano puo
manifestarsi secondo due diverse modalita: da una parte la progressiva
fessurazione che porta alla parzializzazione della sezione del pannello e
quindi alla rotazione intorno ad un estremo; dall’altra il possibile
schiacciamento della muratura in prossimita del bordo compresso. Il
modello riproduce tale meccanismo mediante le molle di interfaccia di-
sposte ortogonalmente all'interfaccia stessa, per le quali puo essere pre-
visto un legame con limitata resistenza a compressione e comportamen-
to elasto-fragile a trazione. Lo schiacciamento della muratura sara
quindi associato alla progressiva plasticizzazione a compressione delle
molle, mentre la fessurazione verra associata alla rottura per trazione
delle stesse (fig. 1.52). E evidente che in questo modo si tiene conto 1m-
plicitamente della dipendenza dallo sforzo normale che tale meccanismo
presenta.
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Figura 1.51. Simulazione dei meccanismi di collasso nel piano di un pannello
murario; (a) rottura per schiacciamento/ribaltamento; (b) rottura a taglio per

fessurazione diagonale; (c) rottura a taglio per scorrimento

Il meccanismo di collasso a taglio per fessurazione diagonale rap-
presenta senz’altro il piu importante e diffuso meccanismo di collasso
nel piano. Esso & caratterizzato da un quadro fessurativo costituito da
fessure diagonali nella porzione centrale del pannello che si determina-
no lungo le isostatiche di compressione a causa della limitata resistenza
a trazione. Il modello € capace di simulare tale meccanismo mediante
Pattribuzione di un legame costitutivo non-lineare ad hoc alle molle dia-
gonali (Figura 1.53).

Fmolla

a

b Amolla

fessurazione schiacciamento

Figura 1.52. Meccanismo di collasso per flessione nei modelli continuo e discre-
to

Il meccanismo di collasso per scorrimento, che nelle applicazioni
pratiche non riveste generalmente molta importanza, diviene possibile
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solo in presenza di bassi valori di sforzi normali o a seguito di consisten-
ti parzializzazioni delle sezioni. Esso si manifesta con mutui scorrimenti
tra due pannelli lungo la i giunti di malta, orizzontali o verticali, con la
progressiva formazione di macrofratture orientate (Figura 1.54). Viene
simulato mediante un’unica molla longitudinale di interfaccia, alla qua-
le viene associato un legame costitutivo che tenga conto della dipenden-
za di questo meccanismo dalle tensioni normali, considerando ad esem-
pio un dominio di resistenza alla Mohr-Coulomb.
I @ g ML

schiacciamento
puntone compresso

F

fessurazione per
trazione

) TIITTE

7.

Figura 1.53. Meccanismo di collasso a taglio per fessurazione diagonale nei

modelli continuo e discreto

A9 -

Attivazione di
scorrimenti plastici

F
N
\ perficie di contatto
\I\v\__\,_m sy . .
?" > (a) trai pannelli (b)

Figura 1.54. Meccanismo di collasso a taglio per scorrimento nei modelli conti-

nuo e discreto

Il modello consente di cogliere anche I'instaurarsi di eventuali mec-
canismi combinati.

Nella rappresentazione piana il pannello possiede i tre gradi di li-
berta associati ai moti rigidi piani a cul occorre aggiungere il grado di
liberta che lo rende articolato. Come parametri lagrangiani atti a de-
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scrivere la cinematica nel piano, sono stati considerati le quattro trasla-
zioni di ciascuno dei lati rigidi lungo la propria direzione ai quali & pos-
sibile associare le relative forze duali nel piano (Figura 1.55).

M3 F3
- -
O——ae— O—mmo—)
M4|. .'Mg F4|h '|F2
{O——tp{") & . s ]
—i- —i-
Ml Fl

Figura 1.55. Gradi di liberta e forze duali nel piano

Per ogni interfaccia ¢ conveniente individuare due punti estremi (o
nodi), che verranno indicati con i e j (figura 1.56). Nel caso di una inter-
faccia che connette due elementi, a ognuno dei nodi corrispondono in re-
alta due nodi del modello, appartenenti ciascuno a uno dei due elementi
collegati dall'interfaccia. Tali nodi, pur avendo nella configurazione ini-
ziale le medesime coordinate, sono fisicamente distinti e subiranno spo-
stamenti differenti. I quattro nodi (due per ogni elemento connesso), che
corrispondono ai due estremi i e j dell'interfaccia, vengono denominati
vertici dell'interfaccia.

//////////// stessa posizione nella

verticea n Elemeneto 2 configurazione indeformata
veticeal = o =7 verticec
spre q§| ===j=%n001
verticebj Interfaccia

:::::::::: jutlce d

/ Elemeneto 1
0000000

Figura 1.56. Interfaccia tra due elementi

stessa posizione nella
configurazione indeformata
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Il comportamento meccanico dell'interfaccia ¢ governato da molle
non-lineari (fig. 1.57). Il comportamento della molla a scorrimento di-
pende da quello delle molle flessionali; in particolare essa viene conside-
rata attiva solo se vi sono molle trasversali in compressione mentre il
limite corrente di resistenza dipende dal numero di molle trasversali at-
tive ovvero dall’estensione della zona di contatto tra i due elementi.

Le molle sono disposte ad interasse costante ed in modo simmetrico
rispetto all’asse di mezzeria dell'interfaccia; le molle di estremita risul-

tano rientrate rispetto alle estremita dell'interfaccia di meta interasse.
\

veticea s o e s e e = verticec
nodoi g s s s T ey e e oy nodoj
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Figura 1.57. Interfaccia tra due pannelli: molle trasversali e molla a scorrimen-
to

La cinematica nel piano dell'interfaccia & descritta in modo comple-
to da sei gradi di liberta associati ai gradi di liberta dei lati dei pannelli
interconnessi. I parametri lagrangiani sono gli spostamenti dei quattro
vertici dell'interfaccia nella direzione ortogonale all'interfaccia stessa, e
gli scorrimenti dei due lati rigidi, superiore e inferiore. E tuttavia evi-
dente che se I'interfaccia risulta collegata ad un vincolo fisso tre gradi di
liberta sono sufficienti per definirne lo stato.
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Figura 1.58. Gradi di liberta nel piano dell’ interfaccia inserita tra due elemen-
ti

Tutti i parametri lagrangiani si considerano positivi se concordi con
gli assi del sistema di riferimento locale dell'interfaccia (Figura 1.58).

I gradi di liberta locali delle interfacce non impegnano gradi di li-
berta indipendenti per il modello poiché li condividono con gli elementi
che connettono.

I1 modello piano consente la modellazione di pareti attraverso
lassemblaggio di macro-elementi, passando per la taratura delle molle
non-lineari secondo procedure di calibrazione basate su considerazioni
fisiche. L’estensione alla modellazione di edifici tridimensionali avviene
secondo due diversi approcci. Se pud essere assunta I'ipotesi di compor-
tamento scatolare per l'edificio considerato, esso pud essere modellato
come un assemblaggio di pareti, ciascuna delle quali esibisce un com-
portamento piano, collegate da cordoli e diaframmi orizzontali. Se pero
I'ipotesi di comportamento scatolare non risulta realistica, i1l modello pi-
ano non ¢ piu sufficiente a cogliere il comportamento globale
dell’edificio, si rende necessaria una sua estensione al fine di valutare
anche il comportamento fuori piano delle pareti murarie. Tale miglio-
ramento avviene introducendo gradi di liberta aggiuntivi che consento
di ottenere un comportamento tridimensionale del macro-elemento. Tale
arricchimento comporta un maggiore onere computazionale ma consente
la simulazione di eventuali meccanismi locali di primo modo.
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9.6.1.2. La modellazione 3D mediante assemblaggio di pare-
ti ‘piane’

La modellazione dell'interazione dei pannelli murari con gli altri ele-
menti costruttivi, se correttamente interpretata, consente di assemblare
un insieme di pareti piane, formando strutture tridimensionali che con-
sentono la simulazione del comportamento non lineare di edifici reali
con comportamento scatolare. I principali tipi di interazione che possono
essere presi in considerazione sono:

- Interazione tra le pareti e gli impalcati;

- Interazioni tra le pareti in corrispondenza degli angoli;

- Interazione tra cordoli architravi o tiranti, e 1 macro-elementi.

Nel seguito si descrivono brevemente le modellazioni di queste inte-
razioni.

Interazione tra le pareti e gli impalcati
Nel modello proposto vengono considerati due diversi elementi destinati
a simulare la presenza di impalcati di collegamento:

- diaframmi infinitamente rigidi;

- diaframmi deformabili.

In entrambi 1 casi, gli aspetti legati alla deformabilita flessionale
del diaframma non vengono presi in considerazione.

L’interazione tra i diaframmi, siano essi rigidi o deformabili, e 1
pannelli delle pareti avviene mediante degli elementi di interfaccia op-
portunamente definiti e appartenenti ai piani delle pareti. Tali interfac-
ce vengono create in corrispondenza di ciascun lato in comune di un
pannello con un diaframma.

La presenza dell'impalcato viene simulata mediante un elemento
rigido piano o un diagramma deformabile. Con riferimento ad una gene-
rica situazione in cul 'elemento risulta inserito tra due pannelli murari
(Figura 1.59), la connessione con la muratura viene garantita tramite
due distinte interfacce, ciascuna delle quali ha una faccia coincidente
con il piano dell'impalcato e I'altra afferente a uno dei due pannelli. Nel
caso di diaframma rigido i gradi di liberta dell'interfaccia associati ai
gradi di liberta del diaframma sono legati da un vincolo di rigidita nel
piano del diaframma. Nel caso invece di diaframma deformabile 1 gradi
di liberta dell'interfaccia che afferiscono al lato del diaframma non sono
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legati da un vincolo di rigidita ma saranno associati a gradi di liberta di
un elemento triangolare piano appartenente al diaframma, corrispon-
dente alla zona che si puo considerare direttamente dipendente
dall’interfaccia considerata.

‘elemento rigido|

.T Us, ¢3

2, b2
g11 (22 s ; ‘\]/' Uz, ¢1

% N4(0 interfaccia superiore

1 )| interfacciainferiore

& cinematica pannellj

¢ O cinematica corpo rigido
1 0101 (U3,01,02)

g2=02 (U3,01,92)

N 03=03 (U1,U2,03)

Figura 1.59. Interazione tra due pannelli di una parete e un elemento rigido

Interazioni tra le pareti in corrispondenza degli angoli
Nella modellazione 3D mediante assemblaggio di pareti piane,
I'interazione tra le pareti verticali in corrispondenza dei cantonali non &
rappresentabile in quanto ciascun pannello possiede gradi di liberta sol-
tanto nel proprio piano. Tuttavia una collaborazione tra pannelli di pa-
retl appartenenti a piani diversi si puo ottenere inserendo delle inter-
facce rigide d’angolo che connettono i gradi di liberta longitudinali dei
pannelli appartenenti a pareti diverse.

Interazione tra cordoli, architravi o tiranti e i macro-elementi
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I cordoli e gli architravi vengono modellati attraverso elementi finiti
non lineari di tipo beam a plasticita concentrata; la presenza di even-
tuali tiranti viene invece modellata mediante elementi reagenti solo allo
sforzo assiale di trazione e non reagente a compressione tipo truss.
L’'influenza di tali elementi ha un ruolo significativo soprattutto nella
stima della vulnerabilita degli edifici esistenti. A seconda del tipo di in-
terazione che l'elemento finito scambia con la muratura, nel seguito si
fara riferimento ai seguenti tipi di comportamento:

- Asta libera: si tratta di elementi tipo beam, esterni alla muratura
che interagiscono con la muratura solo puntualmente (ad es. travi di
impalcati semplicemente ammorsate nelle pareti), come in figura 1.59;

- Frame interagente o cordolo: 'asta si trova inserita all'interno di
una parete muraria ed interagisce con essa per tutta la sua lunghezza
sia flessionalmente che assialmente (fig. 1.60).

Un elemento asta viene individuato dai due vertici di estremita de-
nominati i e j. Il comportamento meccanico delle aste viene caratte-
rizzato assegnando un legame momento/curvatura e un legame sforzo
normale/allungamento specifico. Entrambi i legami possono essere non
lineari.

Dal punto di vista flessionale, le modellazione delle progressive pla-
sticizzazioni delle aste e, nel caso di elementi interagenti,
dell'interazione con la muratura, viene ottenuta prevedendo la possibili-
ta di suddividere I'asta in un numero arbitrario di sottoelementi me-
diante l'introduzione di nodi intermedi che verranno disposti in corri-
spondenza delle molle flessionali dell'interfaccia (fig. 1.60).
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Figura 1.60. Modellazione di un’asta inserita all'interno della muratura
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L’aspetto piu importante legato all'introduzione degli elementi asta
¢ soprattutto la modellazione dell'interazione tra questi e gli elementi
murari.

Le aste libere interagiscono con la muratura solo in corrispondenza
degli estremi. Esse possono simulare elementi in calcestruzzo esterni al-
la muratura e ad essa connessi solo in modo puntuale oppure, molto pit
frequentemente, elementi quali tiranti o catene (Figura 1.59), che ven-
gono ancorati in corrispondenza degli angoli di un edificio o in corri-
spondenza delle zone della parete in muratura interessate dalla presen-
za del capichiave.

Il collegamento degli elementi frame ai pannelli avviene attraverso
molle non-lineari di interfaccia. Per le aste giacenti sul piano della mu-
ratura il grado di ammorsamento dell’elemento dipende dalla lunghezza
della parte di elemento a contatto con la muratura.

Ancoraggio

Figura 1.61. Esempi di aste non con completamente inglobate nella muratura
ma interagenti con essa: inserimento di tiranti e telai in c.a. collaboranti con la

struttura muraria

Se infine un’asta € inserita tra due pannelli murari, avviene sia un
interazione flessionale che a scorrimento tra gli elementi in contatto
(Figura 1.62).
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Figura 1.62. Interazioni possibili tra un’asta inserita nella muratura e i pan-
nelli

9.6.2. Modello spaziale

Il macro-elemento spaziale rappresenta la naturale evoluzione del ma-
cro-elemento piano descritto nei paragrafi precedenti a cui € stata ag-
giunta una terza dimensione in direzione trasversale e 1 corrispondenti
tre gradi di liberta.

Per la modellazione del comportamento spaziale del macro-
elemento, ai sei gradi di liberta da corpo rigido nello spazio occorre ag-
giungere il grado di liberta necessario a rendere l'elemento articolato
nel piano della muratura per descriverne la deformabilita a taglio. Per-
tanto la cinematica di ogni macro-elemento ¢ controllata da sette gradi
di liberta (Figura 1.63) e la generica interfaccia corrispondente a pan-
nelli contigui ¢ descritta dai dodici gradi di liberta che consentono di de-
scrivere 1 moti rigidi nello spazio dei due lati rigidi piani dei pannelli ad
esso afferenti.
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Figura 1.63. Gradi di liberta e forze duali fuoripiano

Pertanto 'interfaccia 3D & rappresentata da un modello meccanico
equivalente costituito da due piani rigidi, inizialmente paralleli e coin-
cidenti con le facce a contatto dei due pannelli. Tali superfici hanno
forma rettangolare vengono discretizzate nelle due direzioni da piu file
di molle non-lineari ortogonali (Figura 1.64), in analogia ai modelli a fi-
bre utilizzati nel piu generale contesto delle modellazioni agli elementi
finiti non-lineari.

Figura 1.64. Molle ortogonali d'interfaccia

Ogni molla € rappresentativa di una fibra di muratura di impronta
pari a quella della discretizzazione considerata.

Le file vengono disposte ad interasse costante (ls) che viene deter-
minato secondo un procedimento di taratura basato su una equivalenza
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flessionale tra la parete muraria e lo schema discreto equivalente (Figu-
ra 1.65).

E facile osservare che la modellazione proposta permette di sche-
matizzare agevolmente anche casi di flessione deviata in campo non-
lineare, e che il criterio adottato tiene conto della dipendenza del mo-
mento resistente dallo sforzo normale.

Inoltre tale modellazione consente di cogliere 1 principali meccani-
smi di collasso di primo modo.

L’apertura delle fessure corrispondera, nel modello discreto, alla
rottura per trazione delle molle ortogonali di interfaccia; la progressiva
riduzione di rigidezza della sezione determinera in definitiva il ribalta-
mento della parete (Figura 1.66). Tuttavia tali fenomeni fessurativi pos-
sono essere colti solo in corrispondenza degli elementi di interfaccia, e
appare quindi evidente che nello studio del comportamento fuori-piano,
piu che nel piano, l'efficacia della modellazione risulta condizionata alla
mesh impiegata nella discretizzazione della struttura. Tale circostanza
e dovuta al fatto che una maggiore discretizzazione della mesh consente
di ampliare il dominio di ammissibilita cinematica dei meccanismi di
primo modo potenzialmente attivabili.

Co =

Figura 1.65. Meccanismo di ribaltamento fuoripiano in flessione retta
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Figura 1.66. Suddivisione ideale della sezione trasversale degli elementi in file
multiple di molle e modellazione di un pannello soggetto contemporanea-mente

ad azioni nel piano e fuoripiano

Le molle ortogonali alle interfacce piane hanno il compito di regola-
re la risposta flessionale del pannello sia nel piano che fuori piano. Tut-
tavia, essendo il pannello dotato di tutti 1 gradi di liberta da moto rigido
nello spazio, occorre introdurre delle molle non-lineari destinate al con-
trollo dei meccanismi di scorrimento fuori piano del pannello. Pertanto
In ogni interfaccia sono state inserite due molle contenute nel piano
dell'interfaccia e dirette trasversalmente rispetto alla muratura, come
mostrato in figura 1.67. Tali molle non-lineari controllano i meccanismi
di scorrimento fuori-piano e sono state poste ad una distanza pari ad
L/4 rispetto agli estremi dell'interfaccia.

Figura 1.67. Posizionamento delle molle a scorrimento e relative aree di influ-

enza
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E evidente che l'inserimento di due molle a scorrimento fuori-piano
consente anche la simulazione dello scorrimento torsionale attorno
all’asse ortogonale all'interfaccia.

Nella figura 1.68 sono rappresentati degli schemi meccanici relativi
al comportamento tridimensionale delle interfacce, separando per co-
modita il comportamento flessionale da quello a scorrimento.

—

Wi, inf

.7/

Wjint ‘[ Wiinf

Figura 1.68. Modelli meccanici equivalenti e parametri lagrangiani delle in-
terfacce tridimensionali; comportamento flessionale e comportamento a scorri-

mento

A partire dai singoli elementi che compongono un quadrilatero arti-
colato, € possibile non solo simulare il comportamento del singolo concio
di muratura, ma anche quello di un’intera struttura ottenuta discretiz-
zandola mediante una mesh di macro-elementi interagenti tra loro me-
diante le interfacce discrete, come mostrato di seguito in figura 1.69.
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Figura 1.69. Muratura modellata mediante una mesh di macro-elementi

A seguire sono riportate, anche per il modello spaziale, le tipologie
di interazioni introdotte nel modello. In particolare sono stati considera-
ti 'interazione con gli orizzontamenti e gli ammorsamenti tra pareti, il
cui ruolo & fondamentale nella descrizione dei meccanismi di primo mo-
do.

9.6.2.1. Interazione tra le pareti e gli impalcati

Per la modellazione dei meccanismi di interazione tra i pannelli ed
elementi quali impalcati, cordoli, architravi etc., sono state introdotte
delle interfacce che presentano una diversa disposizione delle molle
non-lineari. Tali interfacce sono state denominate FlessInteraction (Fi-
gura 1.70) e SlidInteraction (Figura 1.71). La caratteristica comune ad
entrambe le tipologie ¢ quella di possedere dei nodi aggiuntivi che con-
sentono la simulazione dei meccanismi di interazione con gli elementi
esterni.
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Figura 1.70. Schema statico dell'interfaccia FlessInteraction: comportamento

nel piano e comportamento fuoripiano

Come per il modello piano, i diaframmi possono essere rigidi o de-
formabili. La principale differenza, rispetto al caso piu semplice, € che
In questo caso la cinematica degli elementi consente di simulare il mec-
canismo di scorrimento tra il diaframma e 1 pannelli mediante
I'introduzione di una interfaccia SlidInteraction.

n

G

Figura 1.71. Molle a scorrimento: nel piano e fuoripiano

9.6.2.2. Interazioni tra le pareti in corrispondenza degli
angoli

Un altro importante tipo di interazione da prendere in considera-
zione nella modellazione di edifici tridimensionali &€ quella di una parete
con altre pareti in corrispondenza delle zone d’angolo (cantonali) o piu
in generale nei punti di intersezione tra due o piu pareti. Tale intera-
zione, in genere, viene resa possibile dalla stessa tessitura muraria
tramite degli elementi sufficientemente ammorsati in ciascuna parete e
disposti a filari alterni.
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Dal punto di vista meccanico, in corrispondenza di un punto di in-
tersezione, € possibile distinguere tante giaciture significative quante
sono le pareti convergenti nell'intersezione. In corrispondenza di ognuna
di esse si avranno tensioni normali e tangenziali orientate in qualsiasi
direzione (pareti con comportamento 3D). I possibili fenomeni di degra-
do in corrispondenza delle zone di intersezione consistono nell’apertura
di fessure, schiacciamenti della muratura, o possibili scorrimenti (Figu-
ra 1.72).

Figura 1.72. Tensioni scambiate dalle pareti nelle zone di estremita

Per la modellazione degli ammorsamenti in corrispondenza di una
intersezione tra due o piu pareti vengono inseriti degli elementi speciali
detti elementi speciali d’angolo. Si tratta di elementi monodimensionali
rigidi che possono essere orientati in maniera arbitraria nello spazio
tridimensionale, e possono essere connessi ad un numero qualsiasi di
altri elementi mediante interfacce 3D.

La figura 1.73 riporta la modellazione di una intersezione in cui tre
pannelli appartenenti a pareti differenti vengono collegati mediante
I'interposizione di un elemento d’angolo e tre interfacce. In generale ver-
ranno inserite tante interfacce quanti sono i pannelli e ciascuna inter-
faccia apparterra al piano della parete del pannello connesso.

Gli elementi d’angolo sono pensati per modellare fisicamente la zo-
na di muratura interclusa tra le pareti, comportandosi come corpi rigidi
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interagenti con 1 pannelli mediante interfacce analoghe a quelle descrit-
te sinora.

elemento rigido di
collegamento

Figura 1.73. Modellazione di una intersezione tripla

10.Studio del comportamento non lineare di edifici storici

A causa dell’elevata complessita geometrica degli edifici storici e mo-
numentali, dell'incertezza legata alla determinazione dei parametri
meccanici, e alla carenza di strumenti di calcolo non lineare efficienti
anche nel caso di edifici di grosse dimensioni, lo studio del comporta-
mento non lineare di queste tipologie strutturali risulta ancora oggi og-
getto di avanzate ricerche nel campo della modellazione numerica.

La scelta dello strumento di calcolo risulta determinante al fine di
poter cogliere un comportamento strutturale realistico. Spesso queste
tipologie strutturali sono caratterizzate dall’assenza di comportamento
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scatolare, e dalla presenza di strutture spingenti (archi, volte e cupole)
la cui simulazione risulta impossibile con tutti 1 modelli semplificati che
si basano sull’ipotesi di piani rigidi, o quelli che non considerano il com-
portamento fuori piano della muratura. D’altro canto la modellazione di
edifici di grandi dimensioni mediante software che impiegano il metodo
agli elementi finiti non lineari, risulta limitata da problemi numerici, e
dall’esigenza di un giudizio esperto per interpretarne 1 risultati.

Risultano pertanto significativi gli studi su edifici storici, in partico-
lare quelli di culto, mirati alla determinazione del comportamento si-
smico di tali strutture. Le applicazioni presenti in letteratura soprattut-
to sulle chiese (Betti e Vignoli, 2008), ma anche su edifici storici quali
torri (Carpinteri et al., 2005) e palazzi (Mallardo et al. 2007) impiegano
generalmente modelli solidi, a causa del fatto che si riscontrano gene-
ralmente spessori significativi. Vengono generalmente condotte analisi
lineari su modelli globali (Aras et al., 2011), e analisi non lineari su
modelli locali di dettaglio.

Altre volte vengono studiate solo alcune parti significative
dell’organismo strutturale (Brencich et al., 2001).

Uno studio significativo, che fa uso di analisi dinamiche non lineari
su modelli globali (Mendes e Lourenco, 2010) di edifici storici residen-
ziali facendo uso di elementi piani, dimostra la possibilita di utilizzare
sofisticate analisi anche nel campo degli edifici storici.
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ANSYS 5.5.2
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Figura 1.74. Esempio di modellazione completa di una chiesa (da Vignoli, 2008)

Altre volte vengono studiate solo alcune parti significative
dell'organismo strutturale (Brencich et al., 2001).
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Capitolo 2

UN APPROCCIO PER MACRO-ELEMENTI NELLA
MODELLAZIONE DELLE STRUTTURE A GEO-
METRIA CURVA

Nel presente capitolo vengono approfonditi tutti gli aspetti legati alla
rappresentazione geometrica e alla cinematica connesse ad un approccio
di modellazione per macro-elementi, intendendo per macro-elemento un
modello matematico pensato per la descrizione della risposta macro-
scopica di una porzione finita di un elemento murario. Con il termine
generico di rappresentazione geometrica ci si vuole riferire a tutte le o-
perazioni necessarie per ricondursi dal modello fisico reale al modello
geometrico corrispondente rappresentato da un mesh di macro-elementi.
Tale operazione nelle strutture a geometria complessa, tipica degli edifi-
cl storici a carattere monumentale, & tutt’altro che semplice. Con il ter-
mine cinematica ci si riferisce alla rappresentazione della cinematica
dell’elemento considerato attraverso 1 parametri lagrangiani scelti.
L’approccio proposto € concepito allo scopo di consentire una macro-
modellazione dei principali meccanismi di rottura delle strutture mura-
rie a geometria curva con riferimento alla risposta dell'intera porzione
di muratura rappresentata dal macro-elemento.

L’elemento proposto costituisce I'estensione alle strutture a geome-
tria curva del macro-elemento spaziale proposto da Calio et al. (2008),
descritto nel capitolo precedente, in grado di cogliere la risposta nel pia-
no e nel fuori-piano degli edifici in muratura.

A seguire, dapprima verranno esaminati gli aspetti generali legati
alla definizione del modello geometrico globale a partire dal modello fi-
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sico reale, successivamente verra esaminata nel dettaglio la cinematica
del singolo elemento.

A partire dagli aspetti legati al comportamento fisico della porzione
di muratura che si vuole rappresentare attraverso una macro-
modellazione, si introduce l'approccio proposto che allo stato attuale
rappresenta il primo approccio di macro-modellazione non-lineare pen-
sato esplicitamente per le strutture murarie a geometria curva.

In particolare, dopo aver introdotto il macro-elemento verranno e-
saminati nel dettaglio gli aspetti geometrici e cinematici del modello,
mentre gli aspetti legati alla definizione dei legami costitutivi degli
NLink che governano il comportamento meccanico dell’elemento, basato
su un approccio di modellazione per fibre, meritano una trattazione a
parte e pertanto verranno esaminati nel capitolo successivo.

1. Dal modello fisico alla sua rappresentazione per macro-conci

Nella modellazione proposta una struttura muraria a superficie curva
nello spazio (quali ad esempio volte, cupole, pareti curve etc.) viene rap-
presentata attraverso una mesh di macro-porzioni spaziali la cui super-
ficie media €, per ipotesi, contenuta in un piano. Nel caso piu generale
tale rappresentazione ¢ sempre possibile mediante elementi piani trian-
golari (Figura 2.1), tuttavia nella maggior parte dei casi che interessano
la modellazione degli edifici storici la regolarita geometrica delle super-
fici degli elementi strutturali coinvolti consente la rappresentazione ge-
ometrica del modello fisico anche mediante una mesh di elementi qua-
drangolari e un numero limitato di elementi triangolari.

Figura 2.1. Modello ad elementi finiti triangolari di una cupola semisferica
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Al fine di ottenere una discretizzazione regolare di una struttura
muraria a geometria curva € possibile osservare che in genere tali tipo-
logie costruttive, da un punto di vista geometrico, possono essere ricon-
dotte a superfici curve regolari. Come superficie di riferimento puo esse-
re assunta quella media della struttura, come mostrato nella figura se-
guente.

Figura 2.2. Individuazione della superficie media di una struttura muraria a

geometria curva

La discretizzazione puo avvenire considerando una griglia di linee
curve, utili a determinare la suddivisione della struttura in macro-conci.
Nella suddivisione occorre tener presente che il singolo concio dovra es-
sere rappresentato da un elemento piano geometricamente coincidente
con 1l suo piano medio e pertanto 1 risultati saranno tanto piu accurati
quanto piu l'elemento risultera vicino alla superficie media del concio.
Gli elementi strutturali a geometria curva che s'intendono rappresenta-
re con la macro-modellazione proposta sono in genere elementi di coper-
tura (volte semplici o composte, cupole), o pareti curve. In tutti questi
casi, siano essl rappresentativi di superfici semplici o composte, gli ele-
menti base sono generalmente superfici cilindriche (con curva direttrice
di varia natura) o superfici di rivoluzione.
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Nel caso delle superfici cilindriche € possibile individuare nella di-
rezione della retta generatrice e nelle curve parallele alla curva direttri-
ce le due direzioni principali secondo cui costruire una griglia di suddi-
visione della superficie (Figura 2.3).

s

Figura 2.3. Generatrici e direttrici di una volta cilindrica

Nel caso delle superfici di rivoluzione, i due fasci di linee interse-
canti sono rappresentati dalle linee di intersezione della superficie con
dei piani ortogonali all’asse di rivoluzione da un lato (paralleli), come
mostrato in figura 2.4, e da quelle di intersezione tra piani contenenti
Passe di rivoluzione e la superficie stessa (meridiani o curve di profilo)
dall’altro (Figura 2.5).
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Figura 2.4. Paralleli di una superficie di rivoluzione

Figura 2.5. Meridiani di una superficie di rivoluzione

In tutti questi casi € sempre possibile determinare una suddivisione
della superficie in elementi quadrangolari, per i quali e possibile dimo-
strare che 1 vertici di ciascuno di essi giacciono su un piano. Elementi
triangolari si rendono necessari per le superfici di rivoluzione se le linee
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di profilo convergono in un punto (caso di curva di profilo interagente
con l'asse di rivoluzione), e nel caso di volte composte (nelle zone di in-
tersezione tra le superfici).

La griglia di punti, individuata sulla superficie media dall'intersezione
delle linee curve, contiene l'insieme delle informazioni che verranno ela-
borate per la definizione della geometria del modello numerico. In parti-
colare, oltre alle coordinate dei nodi, e allo spessore della struttura reale
negli stessi, risulta indispensabile conoscere la direzione della normale
alla superficie media nei nodi considerati (Figura 2.6).

Figura 2.6. Individuazione delle normali alla superficie media dell’elemento

murario a geometria curva

Alla suddivisione della superficie media secondo una griglia di linee
curve corrisponde quella della struttura reale in macro-conci. Tale pas-
saggio si configura come il primo passo verso l'individuazione di una
modellazione per macro-elementi, che verra determinato definendo, per
ciascuno dei conci individuati dalla suddivisione della struttura, un e-
lemento discreto equivalente alla porzione della superficie muraria cor-
rispondente (Figura 2.7).
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Figura 2.7. Suddivisione struttura muraria a geometria curva in macro-conci.

In generale sara necessario considerare sia elementi quadrangolari
che triangolari (Figura 2.8).

Figura 2.8. Concio di volta muraria: a sinistra elemento quadrangolare, a de-
stra elemento triangolare

Ciascun elemento € caratterizzato dai suol vertici, che sono conte-
nuti in un piano (definito piano medio dell’elemento), dalle normali e
dagli spessori in corrispondenza dei vertici e, pertanto, in generale avra
spessore variabile.
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2. Dalla rappresentazione per macro-conci alla modellazione
per macro-elementi

I modello qui proposto si puo collocare nel’ambito dei macro-
modelli, in quanto basato sulla modellazione meccanica equivalente di
una porzione discreta di muratura che nel caso specifico € rappresentata
dal macro-concio introdotto nel paragrafo precedente.

Il macro-elemento dovra essere in grado di simulare i1 comporta-
menti meccanici tipici delle strutture a geometria curva sia nella fase di
normale esercizio che in condizioni di incipiente collasso associato ad a-
zioni statiche e/o dinamiche.

L’idea di base € quella di considerare un modello meccanico equiva-
lente del concio di muratura che si vuole rappresentare con un approccio
totalmente nuovo in cui la risposta membranale e flessionale del concio
¢ governata da una discretizzazione per fibre lungo le direzioni principa-
li dell’elemento mentre la risposta tagliante e torsionale viene simulata
macro-scopicamente da un numero discreto di links non lineari.

Figura 2.9. Macro-elemento: quadrilatero articolato e interfacce lungo i lati

L’elemento proposto € costituito da un quadrilatero articolato ir-
regolare, con i lati rigidi, i cui vertici coincidono con 1 vertici del concio e
la cui deformazione nel piano € controllata da un link non lineare posto



Capitolo 2 — Un approccio per macro-elementi nella 133
modellazione delle strutture a geometria curva

in una qualsiasi delle sue diagonali. I/interazione con gli altri quadrila-
teri e/o con 1 supporti esterni ¢ affidata a interfacce spaziali, in generale
inclinate rispetto al piano del quadrilatero, in cui risulta disposto un
numero discreto di links non lineari (Figura 2.9) sia in direzione ortogo-
nale che nel piano delle interfacce stesse.

I due principali elementi del modello sono pertanto un elemento
quadrilatero, costituito appunto da un quadrilatero articolato, e un ele-
mento di interfaccia (Figura 2.10) destinato alla caratterizzazione
dell'interazione dei quadrilateri e con 1 supporti esterni.

NLink a scorri-

mento fuori piano

NLink ortogonali

NLink a scorri-

mento nel piano

Figura 2.10. Elemento di interfaccia

La molla diagonale del quadrilatero € inserita per la simulazione
della deformabilita a taglio del quadrilatero nel proprio piano. Ogni
quadrilatero € definito, oltre che dalle coordinate geometriche dei suoi
vertici, anche dalle quattro normali alla superficie e dagli spessori della
volta e in corrispondenza degli stessi. L’inclinazione e la forma
dell'interfaccia vengono determinate proprio a partire dalle normali alla
superficie, e dagli spessori nei punti iniziale e finale della stessa inter-
faccia. Nelle molle delle interfacce vengono concentrate la deformabilita
membranale e flessionale della porzione di muratura considerata, oltre
alla deformabilita torsionale e al controllo dell’attivazione dei meccani-
smi di scorrimento. L’obiettivo & quello di disaccoppiare, per quanto pos-
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sibile, 1 meccanismi di crisi, affidando a specifici links non-lineari, la
simulazione del comportamento membranale, flessionale, torsionale e di
scorrimento, di un generico elemento di superficie.

Il numero delle molle é arbitrario e dipende dal grado di accuratez-
za della soluzione che si vuole ottenere. Un aumento del numero delle
molle disposte nell'interfaccia, se da un lato aumenta 'onere computa-
zionale in quanto aumentano le non-linearita insite nel modello,
dall’altro non comporta un aumento dei gradi di liberta globali del si-
stema.

Figura 2.11. Interazione tra un quadrilatero e un elemento limitrofo mediante
un’interfaccia discreta

L’interazione tra quadrilateri puo avvenire lungo un qualsiasi lato.
Le interfacce vengono inserite quando due quadrilateri hanno un lato in
comune o un lato del quadrilatero coincide con un supporto esterno.
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Questo consente di attribuire alla superficie una mesh e di modellarla
mediante macro-elementi collegati da interfacce.

La risoluzione della mesh é legata soprattutto ad una buona descri-
zione della geometria, poiché il singolo macro-elemento & tarato sulla
porzione di muratura che simula. Infatti, nel caso del modello piano,
(Calio et al., 2004) un solo macro-elemento € sufficiente alla modellazio-
ne di un intero maschio murario a prescindere dalla sua estensione, e
I'introduzione di una mesh di elementi garantisce solo una maggiore ac-
curatezza nell'individuazione del meccanismo di collasso. Per le superfi-
cl curve la mesh diventa, invece, una necessita dovuta alle inevitabili
approssimazioni geometriche che vengono fatte. Pertanto, nonostante
lelemento simuli un’intera  porzione dell’elemento  murario,
laccuratezza della soluzione € dipendente dalla risoluzione della mesh
predisposta. E evidente inoltre che, anche l'individuazione dell’effettivo
quadro fessurativo della struttura, € condizionato dalla mesh, poiché 1
fenomeni fessurativi possono essere colti solo in corrispondenza degli e-
lementi di interfaccia o attraverso I'informazione fornita dal link diago-
nale. Un raffittimento della discretizzazione degli elementi consente di
ampliare il dominio di ammissibilita cinematica dei meccanismi di col-
lasso potenzialmente attivabili. I dettagli relativi alla definizione dei
comportamenti costitutivi dei Links non lineari saranno descritti nel
capitolo successivo.

2.1. Descrizione del comportamento meccanico della muratura

Il comportamento delle volte sottili in muratura € regolato, come gia
brevemente accennato, sia dalla geometria della volta sia delle condi-
zioni di carico. A causa di questa varieta di condizioni stabilire dei crite-
r1 di rottura delle volte, cosi come viene tradizionalmente fatto per 1 ma-
schi murari piani, diventa un compito arduo. Tuttavia, se ci si riferisce
ad una porzione di un elemento di volta, € possibile individuare dei cri-
ter1i di crisi locale, che nell'insieme determinano la crisi di una struttura
voltata in muratura.

D1 fatto si puo pensare di estendere 1 criteri di rottura validi per i
maschi murari piani anche al caso di geometrie curve, e affidare la si-
mulazione di ciascuno di questi meccanismi ad una specifica componen-
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te del modello. E quindi necessario individuare una corrispondenza tra
1l maschio murario piano e il concio di muratura curvo. Tale corrispon-
denza é stata ottenuta in accordo ad un approccio di modellazione a fi-
bre che verra tenuto presente sia nella definizione del modello che nei
singoli processi di taratura degli elementi non lineari.

E ben noto che un elemento murario piano caricato verticalmente
nel proprio piano e soggetto ad una forza orizzontale puo collassare se-
condo tre diversi meccanismi, ciascuno associato ad un diverso compor-
tamento. Il meccanismo indicato in figura 2.12 (a) € di natura prevalen-
temente flessionale, ed € associato alla fessurazione della zona tesa e al-
lo schiacciamento della zona compressa (o ad una sola di queste due rot-
ture); in figura 2.12 (b) e (¢) sono rispettivamente rappresentati 1 mec-
canismi di rottura a taglio per fessurazione diagonale e per scorrimento.

by
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Figura 2.12. Meccanismi di rottura nel piano di un pannello murario; (a) rottu-

ra per schiacciamento/ribaltamento; (b) rottura a taglio per fessurazione diago-

nale; (c) rottura a taglio per scorrimento

Comportamenti analoghi possono essere ritrovati nelle volte sottili
se s1 pensa che il comportamento flessionale dei maschi piani diventa
quello membranale e flessionale degli elementi curvi, mentre quello a
taglio € regolato da fenomeni attritivi per gli scorrimenti e dalla defor-
mabilita nel proprio piano per la fessurazione diagonale.

Ciascuno di questi meccanismi € associato ad un particolare quadro
fessurativo oltre che ad un modo di collasso dell’elemento. Il meccani-
smo di collasso flessionale puo presentarsi secondo due diverse modali-
ta: progressiva fessurazione con parzializzazione della sezione nella zo-
na tesa o schiacciamento della muratura nella zona compressa. Tale
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comportamento & affidato, nel modello, agli elementi di interfaccia me-
diante un letto di molle disposte ortogonalmente all'interfaccia stessa,
per le quali viene previsto un legame con limitata resistenza a compres-
sione e comportamento elasto-fragile a trazione. Il collasso per schiac-
clamento sara simulato da una progressiva plasticizzazione a compres-
sione delle molle, mentre la fessurazione verra associata alla rottura per
trazione delle stesse. E evidente che la modellazione proposta consente
la schematizzazione di casi di flessione deviata anche in campo non li-
neare e che il criterio adottato tiene conto della dipendenza del momen-
to resistente dallo sforzo normale. In figura 2.13 € riportato un tipico
meccanismo di collasso di una volta sferica associato ad un incremento
dei carichi verticali. In questo caso I'analisi mediante macro-elementi
dovra indicare una fessurazione lungo i meridiani in corrispondenza del-
le interfacce.

Figura 2.13. Comportamento a rottura tipico delle volte sferiche: rappresenta-
zione semplificata del comportamento reale; risposta attesa in una modellazio-

ne basata sul macro-elemento proposto.

I meccanismi di collasso a taglio per fessurazione diagonale e per
schiacciamento per questo tipo di strutture sono sicuramente molto me-
no frequenti rispetto a quello flessionale, che € di gran lunga il piu co-
mune. Nonostante questi meccanismi non si attivino facilmente si puo
considerare, per estensione, un quadro fessurativo analogo a quello ri-
scontrabile per maschi murari piani. In quest’ottica, la fessurazione
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diagonale si manifesta con fratture diagonali concentrate nella zona
centrale dell’elemento, che si dispongono secondo le isostatiche di com-
pressione a causa della limitata resistenza a trazione della muratura. Il
modello € comunque in grado di cogliere tale meccanismo mediante un
legame costitutivo non lineare secondo il quale calibrare la molla diago-
nale. In figura 2.14, a titolo di esempio si riporta un quadro fessurativo
tipico per i tamburi finestrati, con formazione di fessurazione diagonale
nei maschi murari, e la corrispondente modellazione per macro-
elementi, in cui il danneggiamento e concentrato nei link diagonali.

Figura 2.14. Esempio di possibile collasso per fessurazione diagonale in corri-
spondenza di un tamburo finestrato: rappresentazione qualitativa della rispo-
sta reale; risposta attesa in una modellazione basata sul macro-elemento pro-

posto

Anche il meccanismo di collasso per scorrimento nella pratica ha
una scarsa importanza. La sua attivazione é infatti legata all’assenza di
considerevoli tensioni normali o alla parzializzazione delle sezioni; le
volte sottili sono pero strutture che per la loro particolare forma tendono
a presentare tensioni normali di compressione notevoli inibendo prati-
camente gli scorrimenti. I1 meccanismo consiste in mutui scorrimenti
tra due elementi lungo la direzione dei giunti di malta con conseguente
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formazione di macrofratture lungo tale direzione. Viene distinto tra un
meccanismo a scorrimento lungo il lato dell'interfaccia e un meccanismo
lungo la direzione ortogonale al lato della stessa interfaccia. Come sara
mostrato piu dettagliatamente nel capitolo successivo, lo scorrimento
lungo il lato dell'interfaccia € governato da una sola molla, mentre quel-
lo lungo la direzione ortogonale € regolato da due. L'inserimento delle
due molle consente di gestire la deformabilita torsionale elastica
dell’elemento: esse hanno infatti una rigidezza calibrata secondo la de-
formabilita a taglio in direzione parallela al piano dell'interfaccia, men-
tre la distanza a cul sono disposte € scelta in modo da simulare la de-
formabilita torsionale dell’elemento; la resistenza ¢ infine determinata
sulla base di meccanismi attritivi che regolano l'attivazione degli scor-
rimenti. Il legame costitutivo di queste molle e di tipo non lineare e as-
sociato a domini di scorrimento alla Mohr-Coulomb.

In figura 2.15 é riportato 'esempio di un possibile meccanismo di
scorrimento in corrispondenza dei conci di una volte a botte.

Figura 2.15. Collasso del modello per scorrimento tra i conci in una volta a bot-
te: rappresentazione qualitativa della risposta reale; risposta attesa in una

modellazione basata sul macro-elemento proposto

L’interfaccia e rappresentata da un modello meccanico equivalente
costituito da due piani rigidi, inizialmente aderenti, coincidenti con le
facce di contatto dei due quadrilateri. Questi piani vengono discretizzati
sia nella direzione longitudinale che nella direzione trasversale, pertan-
to I'interfaccia risulta meccanicamente modellata con piu file di molle
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non lineari, ortogonali al piano dell'interfaccia, in accordo con la filosofia
di un modello a fibre. Il numero di campi in cui suddividere I'area nei
due sensi, longitudinale e trasversale, € del tutto arbitrario e stabilito in
base al grado di accuratezza della soluzione che si vuole ottenere. Ogni
molla flessionale & rappresentativa di una fibra di muratura opportu-
namente determinata (Figura 2.16).

Il comportamento delle interfacce e regolato da molle (flessionali, a
scorrimento nel piano e a scorrimento fuori piano) che agiscono secondo
tre assi ortogonali tra loro. Cio consente di separare il comportamento
flessionale da quello a scorrimento, ottenendo da un lato un piu intuiti-
vo riconoscimento del meccanismi che conducono la struttura al collasso,
e dall’altro il disaccoppiamento delle sollecitazioni in modo da rendere
piu immediata sia la taratura delle molle che la lettura dei risultati. E
inoltre evidente che il modello consente di cogliere meccanismi di collas-
so combinati.

Figura 2.16. Individuazione di una fibra di muratura

3. Analisi geometrica del quadrilatero articolato

Dalla discretizzazione della volta in muratura si ottengono le informa-
zioni necessarie alla definizione di ogni suo elemento. In particolare, ri-
ferendosi al generico concio murario, sono note le coordinate dei vertici
del piano medio rispetto ad un sistema di riferimento globale tridimen-
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sionale, le componenti dei versori normali alla superficie nei quattro
vertici e gli spessori della volta sempre in corrispondenza degli stessi. A
partire da questi parametri geometrici, congiuntamente a quelli mecca-
nici del materiale, sara possibile ricavare tutte le informazioni che defi-
niscono 1l modello discreto equivalente.

3.1. Individuazione dei quadrilateri articolati

Si consideri i1l generico concio murario, rappresentato schematica-
mente in figura 2.17.

P, E(XZ’YZ’ZZ); S

Figura 2.17. Concio di volta muraria

Si1 assuma una numerazione convenzionale dei vertici come rappre-
sentata nella stessa figura, e si consideri l'ipotesi di convessita del qua-
drilatero ottenuto unendo 1 vertici del piano medio, figura 2.18.
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Figura 2.18. Individuazione del quadrilatero irregolare a partire dalla geome-
tria del macro-concio

I dati geometrici che & necessario considerare sono le coordinate dei
quattro vertici della superficie media della porzione muraria, le direzio-
ni delle normali alla superficie media e gli spessori dell’elemento negli
stessi punti. Pertanto, per ciascuno dei quattro vertici dell’elemento so-
no note le sue coordinate spaziali, uno scalare corrispondente allo spes-
sore, e le tre componenti del versore normale alla superficie:

_> XY 2008, Ny Nyga Ny

_) X3 Y21 Z5,85: N5, Ny 50N,
_) X351 Y3, 23,85, Ny3u My, Ny
_) X Yar £4:84: N s Ny 4u N7y

Tali vertici sono, per ipotesi, contenuti in un piano definito piano

(2.1)

dell'elemento.

A seguire, dopo aver introdotto 1 parametri lagrangiani che ne go-
vernano tutti gli spostamenti, sono riportate le relazioni cinematiche tra
parametri lagrangiani e spostamenti di tutti 1 punti dell'elemento.
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Figura 2.19. Configurazione geometrica di un generico quadrilatero

Risulta necessaria la definizione di un sistema di riferimento locale,
1l cuil orientamento rispetto ad un riferimento globale definisca univo-
camente la posizione dell’elemento nello spazio. Si indichino con |, j,k

una terna destra di versori tali che:
- 1 & diretto come il lato 1-2 del quadrilatero ed orientato dal verti-

ce I al vertice 2;
- ] éortogonale ad i e giacente nel piano del quadrilatero;

-k & ortogonale ad i e | ed orientato verso I'estradosso del concio

cui 1l quadrilatero articolato 1,2,3,4 si riferisce.
L’origine del sistema di riferimento locale sia collocata nel primo
vertice dell’elemento, figura 2.20.
Il sistema di riferimento globale € invece caratterizzato da una ter-
na di versori |,J, K.

Le componenti dei tre versori |, j,K nel sistema di riferimento glo-

bale possono essere facilmente determinate. Il primo versore (i) rappre-

senta 1l versore del segmento I1-2; i1l secondo giace nel piano
dell’elemento ed e ortogonale al lato 1-2 in modo da determinare con il
vettore K una terna destra. In figura 2.21 & riportato un esempio di una

porzione di volta sferica nella suddivisione in macroconci e la corrispon-
dente suddivisione in macro-elementi con i relativi riferimenti locali.
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Con semplici considerazioni di algebra vettoriale si ottengono le seguen-
ti espressioni dei versori delle normali i, j,k del generico elemento valu-

tate rispetto a un riferimento cartesiano globale.

i:(x ~X)1+(Y,-Y,) I +(Z,-Z,)K
X=X (1) (2 -2)
[( X,)=b-iy J1+[(Y,=Y,)-b-i, [I+[(Z,-2,)-b-i, |K
J[ = X,)=beiy F4[(Y,—¥)-b-i, T +[(Z,-2.)-b-i, |
K
K:i/\i:i.x ly i.z (ivjz_izjv)l"‘(izjx_isz)l"'(ixjv_ivjx)ﬁ

b

essendo b dato da

b=(X,-X, )iy +(Y, -Y,)i, +(Z,-Z,)i,

k 4

Figura 2.20. Sistema di riferimento locale del generico elemento
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3.2. Individuazione dei lati rigidi delle interfacce

Le interfacce sono costituite da due piani rigidi e dagli Nlinks interposti
in cui risultano concentrate le proprieta costitutive degli elementi che
connettono. In ogni elemento ciascun piano rigido risulta legato da un
vincolo di rigidita cinematica al corrispondente lato del quadrilatero ar-
ticolato. Convenzionalmente si assume che 1 piani rigidi corrispondenti
ad ogni interfaccia risultino geometricamente coincidenti (sebbene indi-
pendenti) in condizioni di stato di sforzo nullo nell'interfaccia stessa.
Nella figura 2.21, a titolo di esempio & evidenziata l'interfaccia corri-
spondente a due elementi contigui. Si noti che per ragioni di rappresen-
tazione 1 due piani rigidi dell'interfaccia sono disposti ad una certa di-
stanza 'uno dall’altro sebbene in configurazione indeformata risultino,
come gia evidenziato, coincidenti.

¥#é*

$$%£$%i

—— e
—

Figura 2.21. Schema meccanico equivalente di un interfaccia in corrispondenza
di due elementi contigui nella modellazione di una volta

Per determinare gli spostamenti relativi tra le due facce rigide
dell'interfaccia, € necessario determinare gli spostamenti assoluti (ri-
spetto ad un sistema di riferimento globale) di ciascuna delle due facce.
Tali spostamenti possono essere valutati a partire da quelli di ciascuno
dei due piani rigidi. Tali spostamenti dipendono esclusivamente dai pa-
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rametri lagrangiani che determinano la configurazione corrente del
quadrilatero.

Per ogni interfaccia € conveniente individuare due punti estremi,
detti nodi, che nella presente trattazione verranno convenzionalmente
indicati con le lettere i e j. Senza perdita di generalita, si assuma che
ogni interfaccia connetta due elementi, e pertanto ad ognuno dei nodi
dell'interfaccia corrispondono in realta due nodi del modello, inizialmen-
te coincidenti, ma appartenenti ciascuno a uno dei due elementi collega-
ti, e che quindi potranno, in generale, presentare spostamenti diversi. In
figura 2.22 ¢ riportato un esempio di interfaccia che collega due elemen-
ti. Per ogni interfaccia si riconoscono quattro nodi di spigolo (in grigio in
figura), a due a due corrispondenti agli estremi ¢ e j dell'interfaccia (in
rosso in figura), che vengono denominati vertici dell'interfaccia.

nodo 1 T
iy T S e
i . —
\\__\ T~ —~ . =
- \*-\ T \\“-\
= T T
— — S |
_“"—w, . -"“—1..__7_7_7_\ -‘-._ .
R X nodo j

Figura 2.22. Elemento di interfaccia inserita tra due elementi contigui

Nel caso in cui un’interfaccia connetta un elemento con un vincolo
esterno uno dei lati dell'interfaccia potra essere fisso (caso di vincolo
perfetto), o dipendere dai gradi di liberta del supporto (caso di vincoli
cedevoli elasticamente).

Per valutare l'orientamento spaziale delle interfacce € necessario
considerare la direzione delle normali ai vertici estremi del lato corri-
spondente all'interfaccia considerata. Tali normali individuano due rette
che, in generale, possono anche essere sghembe. Se questo accade signi-
fica che non esiste un piano contenente entrambe le normali, e pertanto
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lorientamento dell'interfaccia deve essere calcolato in maniera tale che
esso sia comunque idoneo ad approssimare 'andamento della geometria
reale della struttura. Si vuole trovare pertanto un piano, detto piano
dell’interfaccia, atto a  determinare lorientamento spaziale
dell'interfaccia con una procedura generalizzabile a tutti i1 lati del qua-
drilatero articolato (Figura 2.23). Si consideri il lato che collega due ge-
nerici nodi i e j del quadrilatero.

Figura 2.23. Individuazione del piano dell'interfaccia

Si considerino due versori N, e N; che individuano le normali alla

superficie nei due vertici del lato considerato, e si considerino 1 vettori
V, e V.

; » tali che Vi appartenga al piano individuato da n e il lato del

quadrilatero e che sia ortogonale a quest’ultimo; con lo stesso criterio si
determini V; (Figura 2.24).

Con riferimento alla figura seguente, indicando con € il versore del
lato considerato, si puo osservare che si ha:

Vi=h _(ni '@)Q

=0 =(nyee

<
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Figura 2.24. Proiezioni delle normali su piani ortogonali al versore €

S1 normalizzino questi due vettori dividendoli per 1 rispettivi modu-
Li:

<2
=1

vV, =

=2

=)

Il versore N che, insieme al lato i-j del quadrilatero, individua il

piano della corrispondente interfaccia puo essere ottenuto come piano
medio tra questi due, ovvero sommando 1 versori V; e V; e normaliz-

zando. Si ha (Figura 2.25):
vV -i-Vj
N - =

WY

Il versore € in componenti sara dato da:

X =X, Y=Y,  z7,-Z,
A A

Esplicitando la procedura appena descritta, 1 vettori v, e V; in

€x

componenti saranno dati da:

Vie =Ny —(Ni8y +Nyv 8 +N€, )8, Vi =Njy —(njxex +N,,8 +njzez)ex

Viy =Ny _(niXeX + Ny € +nizez)ev ; VjY = an _(njxex +nYer +njzez)ev

Nz _(nixex + Ny €& +nizez)ez Vi =N _(njxex +N; € +njzez)ez

<
N
Il
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Figura 2.25. Individuazione del versore N

Il modulo de1 due versori V; e V; possono essere calcolati come se-

gue:
N e Ee S-S
‘\i‘ =4Vix +Viy TV;z

~| T
Vi| = Vix +Viy +Vj;
da cui, normalizzando
V. V. V.
_ X . _ Y . _ iz
Vix ==7:Viy =17=7Viz =17=7
MM
V. V. V.
_ X I L _ iz
Vix =17=1'Viy =17=1"Viz = 7=
Vi Vi

i

Il modulo della somma vettoriale V; +V; puo essere calcolato come:

2 2 2
:\/(vix +va) +(viY +ij) +(viZ +ij)

urYy
ed infine, le componenti del versore N saranno date da:
VPV VetV Vi Vg,
X = » Ny = Nz =
el e ey

Tale procedura restituisce un versore normale al lato i-j che indivi-
dua, col lato del quadrilatero cui esso afferisce, un piano medio tra quel-
lo contenente la normale al vertice i e quello contenente la normale al



150

vertice j; questo piano nel seguito € denominato piano dell’interfaccia.
Nel caso in cui queste due normali giacciano sullo stesso piano (non sia-
no quindi sghembe) questa procedura restituisce un versore N giacente

proprio su questo piano. Per determinare completamente la geometria
dell'interfaccia occorre pero ancora scegliere, per ciascun nodo di estre-
mita dell'interfaccia, un versore giacente sul piano dell'interfaccia, che
determini la direzione lungo la quale considerare lo spessore
dell'interfaccia nel nodo (Figura 2.26). Si assuma che tali direzioni siano
individuate, per ciascuno deil nodi, dalla retta ottenuta come proiezione
della normale alla superficie media sul piano dell'interfaccia.

Figura 2.26. Individuazione della geometria dell'interfaccia

Per individuare il lato dell'interfaccia si proietti quindi il versore n

sul piano dell'interfaccia, e lo si normalizzi:
[n(enN) [(enn)
[n(enn)](enn)

m-
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Lo spessore dell'interfaccia in corrispondenza di quel punto puo es-
sere ottenuto, per analogia, proiettando il reale spessore della struttura
in quel punto, sull’asse del versore n,

s =s,(nn)

Per la generica interfaccia tra 1 nodi i e j pud essere introdotto un
sistema di riferimento locale definito come segue:
— primo asse & giacente sulla retta passante per i e j, e diretto
da i verso j;
— secondo asse ¢ ortogonale a & e giacente sul piano

dell'interfaccia;
— terzo asse 77 ortogonale ai primi due e determinato con la re-

gola della mano destra

3.3. Determinazione del centro di massa di un elemento

Procedendo attraverso una discretizzazione per masse concentrate,
la massa totale dell’elemento si considera concentrata nel centro di
massa che, data l'ipotesi di omogeneita del materiale, coincide con il ba-
ricentro geometrico.

I1 calcolo del baricentro dell’elemento viene effettuato con riferimen-
to ad un sistema di riferimento costituito da due assi giacenti sul piano
dell’elemento con i versori orientati come i e j e origine nel punto me-

dio del primo lato del quadrilatero. Le informazioni geometriche neces-
sarie sono le coordinate dei quattro vertici dell’elemento e i rispettivi
spessori; si supponga inoltre che gli spessori varino secondo una legge di
interpolazione lineare all'interno dell’elemento e, limitatamente al cal-
colo del baricentro, si ipotizzi inoltre che I'elemento sia un solido delimi-
tato da otto punti, determinati in modo che ad ogni vertice dell’elemento
corrispondano due punti, estremi di un segmento il cui punto medio
coincida con il vertice stesso, di lunghezza pari allo spessore dell'ele-
mento in quel punto, e disposto ortogonalmente al piano dell'elemento,
figura 2.27. E evidente che il volume associato a tale elemento non coin-
cide con il volume effettivo del concio tuttavia 'errore che si commette e
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trascurabile e diminuisce all’aumentare della mesh come dimostrano 1
risultati ottenuti e riportati nei capitoli successivi.

Figura 2.27. Volume considerato ai fini della determinazione del centro di mas-

sa dell’elemento e corrispondenza col volume reale

Considerando un sistema di riferimento locale con origine nel punto
medio del lato 1-2. rispetto ad esso, 1 vertici 1,2,3,4 hanno le seguenti
coordinate:

I, I
T * 2
y, =0 y,=0
I1 Il
x3=E—Izcos<z2 x4=—5+l4c03a1
y,=1,sina, y, =l,sine,

Al fine di semplificare la posizione del problema, e possibile utiliz-
zare un sistema di coordinate intrinseche. Viene stabilita una corri-
spondenza biunivoca tra i punti del generico elemento, ed un quadrato
di lato 2 (fig. 2.28), individuato, nel sistema di riferimento intrinseco,
dai quattro vertici di coordinate (1,1),(-1,1),(-1,-1),(1,-1). Si considerino
inoltre quattro funzioni polinomiali m,(u,V), tali che ciascuna di esse sia
pari all'unita per I'i-esimo vertice, e pari a zero in corrispondenza delle

coordinate degli altri tre vertici del quadrato nel sistema di riferimento
intrinseco:
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(1-u)(a-v)

ml(u’v) :f_
mz(u’\/)=(1+u)4(l—v)

B (1+u)(1+v) @D
ms(UaV)—f

m, (4,) = (1-u)(1+v)
4
Si puo inoltre associare ad ogni coppia di coordinate intrinseche un
punto dell’elemento con le sue coordinate cartesiane e il suo spessore,
sfruttando la trasformazione parametrica:

x(u,v):gximi(u,v)

4
y(u,v)=>"ym (u,v) (2.2)
i=1
4
s(u,v)=> sm (u,v)
i=1
vi
4
4 v=1 3 y 3
Uv)
u=-1 u=l T
uoq
1 V=1 2 2

Figura 2.28. Corrispondenza tra sistema di riferimento intrinseco e cartesiano

Considerando ora una porzione infinitesima dell’elemento, che indi-
vidua, sul piano dell’elemento, I'area dA. mediante la densita volumetri-
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ca (che viene supposta costante su tutto I’elemento) e lo spessore asso-
ciato al punto stesso, si puo ricavare la massa della porzione infinitesi-
ma come segue

dm=y(x,y)dA=ps(x,y)dA

dove p e la densita volumetrica di massa e 7(X, y) la densita superfi-

ciale di massa, essendo ovviamente
7(xy)=ps(xy)

Per calcolare le coordinate del baricentro é sufficiente risolvere le
seguenti equazioni nelle incognite x¢ e yc:

” (%, y)dA-xg ”Ax-y(x,y)dA
” (x,y)dA-y, = J'Ay-;/(x,y)dA

Tuttavia, al fine di risolvere gli integrali presenti nelle equazioni

(2.3)

(2.3) occorre effettuare un cambiamento di variabili e riportarsi al si-
stema di riferimento in coordinate intrinseche. Le funzioni integrande
sono a due variabili, per cui occorre calcolare lo jacobiano J(u,v).

Si indichi con I il vettore che congiunge l'origine del sistema di ri-

ferimento locale con il generico punto dell’elemento:
r=xi+yj

Questo vettore posizione puo essere ottenuto, sfruttando le funzioni

di forma, mediante la sommatoria
4
r=2 rm(uyv)
i=1
Sfruttando l'espressione dello jacobiano di una funzione a due va-
riabili, si calcola I'area dA:

i j ok
dA=% A dugy = J(uv)dudv—g ¥ g W:(Q@—Q@jkddv
au o auv ovau
X ¥
N v
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Si possono ora sviluppare le derivate in parentesi, sfruttando anco-
ra una volta le funzioni m,(u,v):

X < om
- = X —-
ou ,Z:;‘ ' ou
o g, am
o = ov
N _N5y, oM
ou ;yi ou
¥ _5, om
ov ;y‘ ov

Con le opportune sostituzioni, si possono infine esplicitare gli inte-
grali necessari per il calcolo delle coordinate del baricentro:

IR s(xy)dAx = [ xR -5 (x y) dA
J’J‘AX'S(X, y)dA' Yo :.“-Ay'X'S(X' y)dA

I1 calcolo delle coordinate del baricentro si riconduce pertanto al
calcolo dei tre integrali

[ s(ey)da=[" [ s(u.v)J (u,v)dudy
Iij.s(x, y)dA= J'_llj'_llx(u,v)s(u,v)\] (u,v)dudv (2.4)

[ y-s(xy)da=]" [ y(uv)s(u,v)JI(u,v)dudv

Questi integrali sono risolvibili analiticamente in quanto integrali
di funzioni polinomiali, e pertanto consentono di ottenere facilmente le
coordinate del baricentro dell’elemento.

Note le coordinate del baricentro nel sistema di riferimento locale si
ricavano quelle nel sistema di riferimento globale:

G-0=(1-0Q)+(G-1)

dove Q é lorigine del sistema di riferimento globale. In componenti, le
coordinate del baricentro nel sistema di riferimento globale, saranno in-
fine date da:



156

X, :—Xlzxz Xy + Yy Iy
Yo =Y1+Y2 +Xely + Yy Jy (2.5)
ZG :ﬁ"'xeiz +yng

Si1 noti infine che la massa di ciascun elemento € data dal seguente
integrale, anch’esso risolvibile analiticamente:

mz_UAp-s(x, y)dA (2.6)

4. Analisi cinematica

In questo paragrafo si introducono i1 parametri lagrangiani, o gradi di
liberta del sistema, utili per la determinazione della cinematica
dell’elemento. I gradi di liberta di ciascun elemento sono sette: sei gradi
di liberta di corpo rigido nello spazio (tre traslazioni e tre rotazioni ri-
spetto al baricentro dell’elemento) e il grado di liberta associato alla de-
formabilita a taglio dell’elemento, rappresentato dalla variazione
dell’angolo al primo vertice del quadrilatero, figura 2.29.

Figura 2.29. La scelta del parametro lagrangiano deformativo
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Pertanto, per descrivere la cinematica di ¢ pannelli, occorre consi-
derare 7q parametri lagrangiani indipendenti.

Le forze duali dei parametri di spostamento scelti sono state ottenute
seguendo un approccio basato sull’applicazione del principio dei lavori
virtuali che verra descritto nel capitolo successivo.

Nei successivi sottoparagrafi vengono analizzati separatamente il
moto deformativo nel piano dell’elemento ed il moto rigido. Dalla loro
combinazione infine si ricavano le relazioni che legano i parametri la-
grangiani con gli spostamenti di ciascun punto di un elemento. Si noti
mnoltre che gli spostamenti delle interfacce non sono indipendenti ma
possono essere ottenuti come combinazione lineare di quelli degli ele-
menti ad essi afferenti.

4.1. Analisi del moto deformativo nel piano dell’elemento

Si consideri inizialmente proprio il grado di liberta deformativo e se ne
definisca la cinematica. Con riferimento ad un elemento di forma gene-
rica, si consideri un aumento infinitesimo A¢; dell’angolo al vertice I

assumendo fisso il lato 1-2, figura 2.30. Coerentemente con quanto defi-
nito nei paragrafi precedenti si consideri il sistema di riferimento locale
rappresentato in figura. Nel presente paragrafo vengono determinate
tutte le grandezze cinematiche significative, funzione del parametro la-
grangiano considerato Ag, .

L’ipotesi di piccoli spostamenti impone che sia Ag, <1; si assuma
inoltre che Aq; sia positivo quando determina un incremento
dell'angolo ¢;. Note le lunghezze dei lati dell’elemento, la lunghezza
delle due diagonali sara funzione proprio dell’angolo ¢, e il loro allun-

gamento nell’ipotesi di piccoli spostamenti puo essere valutato come svi-
luppo in serie della funzione che esprime la lunghezza delle diagonali in
funzione dell’angolo ¢; . Con riferimento alla diagonale tra i vertici 2 e 4

si ha:
dy =f (0‘1)
Ay =Fla+Aa)-T(a)=1f(a)+f'(a)Aq-f(a)=1'(a)Aq

La lunghezza della diagonale risulta data da
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2 2
d,, =/IZ+12 =211, cos o,

Figura 2.30. Moto deformativo del quadrilatero

Derivando e moltiplicando per Ag; si ottiene

A

1 . L1, sinex
14 1
2L, sina, - Ay, => A, =—L Aoy

24 =
2|12 +1Z =21, cos e, dy

Analoghe espressioni si possono ottenere con riferimento alla dia-
gonale d;; semplicemente scambiando i ruoli tra gli angoli &, e «, e tra

ilati I, e l,.

2 2
dyy =12 +12 =211, cos e,

Ll sing,

A = Aa,
dlS

. . .. A, . .
Occorre tuttavia esprimere la variazione d’angolo 2 in funzione

del parametro lagrangiano Aal. Con semplici considerazioni geometri-
che sulla cinematica per piccoli spostamenti riportata in figura 2.31 si

. R . . ,e . Aa, . .
ricava l'espressione che esprime 'incremento di angolo in funzione
. Ax
di 1,
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l,sina
Aa, =—+—Aq
l,sina,

Figura 2.31. Cinematica del moto deformativo del quadrilatero

4.2. Moto rigido del quadrilatero

Assumendo l'ipotesi di piccoli spostamenti, lo spostamento di un generi-
co punto di un corpo dovuto ad un atto di moto rigido puo essere descrit-
to dalla relazione vettoriale:

Se = S0 + @ A Top

dove:
- S, e il vettore spostamento del generico punto P del corpo;

- S, e il vettore spostamento di un punto O del corpo rigido;
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- @ e 1l vettore di rotazione, le cui componenti rappresentano le rota-

zioni del corpo rigido rispetto ai tre assi del sistema di riferimento glo-
bale

O=0,1+D,J+D, K

in cui il verso positivo delle rotazioni ¢ stabilito con la regola della mano
destra;
- Tgp = ( P- O) e il raggio vettore del punto P rispetto ad O.

Con riferimento al moto rigido del quadrilatero si assuma come ori-
gine O il suo baricentro G. Sviluppando le relazioni di moto rigido
dell’elemento, gli spostamenti dei vertici del quadrilatero per un moto
rigido sono dati da

Ui =Ug+®, (Z,-Z¢)-D, (Y, -Ye)
V, =V, +D, (Xi - XG)—d)X (Zi —ZG) per i=1,..,4
W, =Wg + @, (Y, = Y5 ) - Dy (X; — X;)

4.3. Sovrapposizione dei moti rigido e deformativo del quadri-
latero

I sette parametri che definiscono lo spostamento del quadrilatero ar-
ticolato sono:

Ug. Ve W, @y, D, D,,Ac

dove i primi sei parametri definiscono il moto rigido dell’elemento, men-
tre il settimo individua il moto deformativo.

Il moto rigido, determinato dalle componenti dello spostamento del
baricentro del quadrilatero U ,V;,W; e dalle rotazioni attorno ai tre as-

si del sistema di riferimento globale ®,,®,,®,, ¢ tale da posizionare il

lato 1-2 direttamente nella sua configurazione finale sicché la deforma-
zione definita dal parametro Aq, agira solo sui lati 2-3, 3-4, 4-1, ovvero

sui vertici 3 e 4 dell’elemento. Questa ipotesi risulta fondamentale affin-
ché il parametro A, definisca in modo univoco la posizione nello spazio

del quadrilatero articolato per una generica settupla di parametri la-
grangiani.
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Per 1 vertici 1 e 2, non influenzati dal moto deformativo, si ha:
U =Ug+®,(Z,-Z¢)-D, (Y, -Ys)

V,=V; +0, (Xl—XG)—(DX (Zl—ZG)

W, =W, +D, (Yl—YG)—(I)Y (Xl—XG)
U,=Ug+®,(Z,-Z5)-P,(Y,-Y;)

V,=V,+0, (X2 —XG)—CDX (22 —ZG)

W, =W, + D, (Y2 —YG)—d)Y (X2 - XG)

Per 1 vertici 3 e 4 si rende necessaria la sovrapposizione dei moti ri-
gido e deformativo del quadrilatero. Si ha allora:

I4sina45inaziAa . lsing, cosa,

U,=U.+D, (Z,-Z-)-D, (Y, -Y: )— - g — - A, -
3 =Yg Y( 3 G) z( 3 G) sina, 1 x sina, 1 Ix
I,sing,sina . l,sing,cosa .
Vy=Vg + @, (X3—Xg |- @y (Z3-Zg )2 Ay iy =2 Ay - y
( ) ( ) sina, sin e,
I,sing, sina . l,sing, cosa .
W, =Wg + @y (Y, =Yg ) =Dy (Xg— X ) At 22 Ay iy — 42— 4222 Ay -y
36 (Ys=Yo) (Xs=Xs) sina, ! sina, !

U,=Ug+®,(Z,-Z5)-D, (Y,—Ys)-L,siney - Ay -iy +1, 0080, - Ay, - jy
V, =V +@, (X, = X5 ) =Py (Z,-Zg) -1 Siney - Ay, -iy +1,C05, - Ayy -
W, =W +@, (Y, =Y ) -y (X, - Xg)—1,sine, -Aa i, +1,c080, - Ay, - |,

Per determinare le sollecitazioni nei NLink delle interfacce occorre
valutarne le deformazioni. Queste ultime dipendono dagli spostamenti
delle interfacce esprimibili, come combinazione lineare, a partire dai pa-
rametri lagrangiani degli elementi corrispondenti.

5. Elementi speciali triangolari

Come gia brevemente accennato, il problema principale riscontrato
nell’estensione del macromodello piano al caso delle volte sottili, & so-
prattutto geometrico. Per far fronte alle esigenze di una geometria cur-
va e spesso irregolare, non sempre ¢ possibile 'uso esclusivo di elementi
quadrangolari. Ove necessario possono essere inseriti dei particolari e-
lementi particolari, denominati per convenzione elementi speciali trian-
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golari. Questi elementi consentono una mesh piu aderente al modello
reale in zone, come appunto quella di chiave di una cupola (Figura 2.32),
o quelle in cui si innestano parti diverse di una volta composta, che sono
spesso quelle che piu facilmente possono presentare rotture.

Figura 2.32. Volta modellata mediante una mesh di macro-elementi: particola-

re della zona in chiave

Si capisce quindi come la modellazione di questi elementi risulta
decisiva per cogliere molti meccanismi di collasso.

Gli elementi che sono utilizzati sono individuati da tre nodi e quindi
risultano costituiti da tre aste rigide, con la conseguente impossibilita di
valutare la deformabilita a nel proprio piano della zona modellata. Tale
approssimazione si € considerata pero accettabile, sia perché I'utilizzo
degli elementi speciali triangolari puo essere limitato a piccole zone del-
la struttura, sia perché il meccanismo di rottura prevalente & general-
mente quello membranale e pertanto 'introduzione degli elementi non
comporta una significativa perdita di accuratezza della soluzione.

L’interazione degli elementi speciali triangolari puod avvenire sia tra
elementi dello stesso tipo sia con eventuali quadrilateri con i quali ven-
gono condivisi dei lati (Figura 2.33), sia con vincoli esterni. Ad ogni mo-
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do l'interazione avviene mediante interfacce discrete, in generale incli-
nate rispetto ai piani dei due elementi contigui, del tutto analoghe a
quelle introdotte per definire I'interazione tra elementi quadrangolari.

Figura 2.33. Interazione tra un elemento speciale triangolare e un quadrilatero

limitrofo mediante un interfaccia discreta

Poiché nel caso degli elementi speciali triangolari, rispetto a quelli
quadrangolari non viene considerata la deformabilita dell’elemento nel
proprio piano, 1 parametri lagrangiani necessari per descrivere la cine-
matica dell’elemento si riducono a sei, corrispondenti a quelli di moto
rigido: le tre traslazioni nello spazio e le tre rotazioni attorno al centro
di massa rispetto ai tre assi del sistema di riferimento globale. I gradi di

liberta sono pertanto
Us, Ve W5, 0, , D, D,

Le relazioni cinematiche, che consentono di determinare gli spo-
stamenti dei vertici dell’elemento speciale triangolare in funzione dei
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parametri lagrangiani, possono essere derivate in analogia al moto rigi-
do dell’elemento quadrangolare, e senza perdita di generalita si ha:

U, =U; + O, (Zi —ZG)—Q)Z (Yi —YG)

V,=Vg +@, (X, - X5)-P, (Z,-Z5) peri=1,2,3

W, =W, +D, (Yi —YG)—CI)Y (Xi — XG)
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Capitolo 3

LA CARATTERIZZAZIONE COSTITUTIVA DEL
MACRO-ELEMENTO

Nel capitolo precedente sono stati affrontati gli aspetti legati alla
rappresentazione geometrica del modello globale e alla descrizione della
cinematica del singolo elemento discreto. Il macro-elemento é stato
concepito allo scopo di cogliere 1 principali meccanismi di rottura di una
porzione di elemento murario a geometria curva nello spazio limitando
allessenziale il numero di parametri lagrangiani necessari per la
descrizione della cinematica. In questo capitolo vengono descritte le
procedure di caratterizzazione costitutiva del macro-elemento. La
risposta membranale e flessionale viene caratterizzata attraverso una
modellazione a fibre in cui le proprieta di ogni link non lineare
discendono dalla fibra di muratura rappresentata, tale approccio puo
essere considerato una generalizzazione della modellazione a fibre
adottata per le strutture in calcestruzzo armato. Il comportamento non
lineare associato a sollecitazioni di taglio agenti nel piano dell’elemento
¢ descritto attraverso la definizione di una lastra equivalente e un
legame costitutivo non lineare dipendente all’azione normale di
confinamento dell’elemento valutata coerentemente con l'approccio a
fibre. I meccanismi non lineari di scorrimento vengono invece governati
attraverso l'introduzione di links non lineari posti nei piani delle
interfacce. Il link che regola lo scorrimento nel piano € di tipo rigido-
plastico, mentre la risposta associata a sollecitazioni di taglio agenti
fuori dal piano dell’elemento e la risposta torsionale vengono calibrate,
nella fase iniziale elastica, attraverso un approccio a fibre. Per tutti gli
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Nlinks la calibrazione discende direttamente dai parametri che
definiscono le proprieta della muratura associate al particolare legame
costitutivo adottato. L’approccio di calibrazione € stato concepito in
modo da non determinare alcuna ambiguita dipendendo esclusivamente
dalla geometria e dalle caratteristiche del materiale.

Nel seguito si procedera dapprima ad una descrizione generale
dell’approccio di  calibrazione  proposto; successivamente  si
descriveranno nel dettaglio le procedure di calibrazione che, si ribadisce,
discendono direttamente dalle caratteristiche meccaniche della
muratura una volta definiti i criteri di crisi adottati.

1. La strategia di calibrazione del modello

Nel paragrafo che segue verranno descritte le procedure seguite per la
taratura dei links nonlineari del modello discreto equivalente in
funzione dei parametri meccanici della muratura e della
discretizzazione geometrica.

Il materiale muratura, visto come un continuo omogeneo, viene
modellato utilizzando legami costitutivi differenti per 1 principali aspetti
del suo comportamento. Ciascun link nonlineare del macro-elemento
eredita 1l legame costitutivo utilizzato nel modello continuo di
riferimento e 1 suol parametrl vengono determinati a partire dai
parametri del modello continuo tramite procedure di taratura.

Nel capitolo precedente & stato mostrato come la cinematica
dell’elemento consenta di simulare i principali meccanismi di collasso
dell’elemento di muratura che i1l macro-elemento ¢& deputato a
rappresentare.

I1 macro-elemento considerato € potenzialmente in grado di
simulare la risposta fuori piano dell’elemento. In figura 3.1 ¢
rappresentato un meccanismo di collasso di una volta a botte con
formazione di cerniere cilindriche. Per strutture di questo tipo la
risposta del macro-elemento € governata sia dalle links ortogonali alle
interfacce (come nell'esempio in figura) che da quelle trasversali che
controllano I'eventuale scorrimento fuori piano (con possibile formazione
di cerniere a taglio).
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Figura 3.1. Esempio di deformazione a collasso di una volta a botte con

formazione di cerniere cilindriche

Anche un eventuale meccanismo di collasso torsionale di una
porzione di muratura sebbene improbabile, risulta in linea di principio
attivabile con la modellazione considerata.

Per quanto detto il macro-elemento considerato risulta
potenzialmente in grado di simulare macroscopicamente i1 principali
meccanismi di collasso di una porzione di elemento murario a geometria
curva nello spazio, tuttavia i1 risultati della modellazione potranno
produrre essere considerati attendibili solo se si procedera ad una
calibrazione efficace dei NLinks, ovvero essa deve essere tale da
restituire una risposta del modello coerente con i risultati sperimentali.
Le procedure di taratura considerate ed esposte nel seguito riflettono la
strategia di concezione del macro-elemento basata su un approccio di
discretizzazione per fibre.

Riprendendo quanto gia espresso nel capitolo precedente, gli
elementi meccanici che determinano il comportamento dell’elemento
discreto equivalente ad una porzione di muratura a geometria curva
sono:

- un letto discreto di links, con asse ortogonale al piano
dell'interfaccia di appartenenza, che simula l'interazione flessionale e
membranale tra gli elementi che collegano;
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- tre links a scorrimento disposte, una secondo il primo asse
dell'interfaccia che regola lo scorrimento nel piano, e le altre due
secondo un asse ortogonale al primo e giacente sempre sul piano
dell'interfaccia, che simulano l'interazione tangenziale tra 1 diversi
elementi;

- un link diagonale tra due vertici del quadrilatero che simula la
deformabilita nel piano dell’elemento considerato.

Sulla base delle considerazioni sopradette il modello discreto &
potenzialmente in grado di simulare la risposta di strutture murarie a
geometria curva attraverso un approccio per macro-elementi. Tuttavia
lefficacia della modellazione é fortemente dipendente dalla strategia di
calibrazione dei Links nonlineari deputati a rappresentare la risposta
dell’elemento sia in campo elastico che in regime inelastico. La
procedura adottata ¢ basata sulla suddivisione dell’elemento in fibre,
cui dipendono direttamente le proprieta dei link ortogonali delle
interfacce, e sul contributo di ulteriori links delegati anche alla
rappresentazione della risposta dell’elemento al di fuori del proprio
piano.

2. La calibrazione dei Link d’interfaccia

I legami costitutivi delle links di interfaccia dipendono dalle
caratteristiche della muratura di entrambi i1 pannelli a contatto, e
svolgono il fondamentale compito di concentrare in sé caratteristiche di
deformabilita e resistenza dei pannelli che connettono.

Nel descrivere le procedure di calibrazione dei link d’interfaccia
conviene distinguere 1 link ortogonali alle interfacce da quelli disposti
nel piano delle interfacce stesse, figura 3.2.
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NLink a scorrimento
fuori piano

NLink ortogonali

Figura °ro-
elemento

I links ortogonali alle interfacce rigide governano principalmente il
comportamento membranale e flessionale dei pannelli che collegano. In
particolare, la risposta membranale viene simulata mediante diverse
file di links nonlineari la cui calibrazione € associata alla suddivisione
del macro-elemento in fibre a sezione variabile orientate secondo le
direzioni che collegano le facce opposte. In questottica ogni link
flessionale sara tarata in modo da assumere un comportamento
aderente a quello del volume del materiale che sostituisce. Dal punto di
vista del comportamento assiale la muratura viene modellata come un
continuo omogeneo isotropo inelastico. Il legame costitutivo non lineare
viene attribuito a ciascuna fibra mediante 'assegnazione di un legame
ciclico mono-assiale.

Le operazioni di taratura dei link d’interfaccia devono essere
oggettive e dipendere esclusivamente dalla geometria, dalla densita di
discretizzazione e dai parametri necessari a caratterizzare il particolare
legame costitutivo scelto per la modellazione. Nel successivi
sotto-paragrafi si riportano alcuni esempi di taratura dei link ortogonali
d’interfaccia. Il primo esempio considerato € relativo al legame elastico-
lineare isotropo necessario anche per la definizione delle proprieta
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dinamiche iniziali del modello. Successivamente verra considerato un
legame costitutivo elasto-plastico non incrudente.

2.1. La calibrazione dei Link ortogonali d’interfaccia associata
ad un legame costitutivo elastico lineare

Si consideri un solido elastico lineare isotropo ed omogeneo, le cui
proprieta sono caratterizzate dalla definizione dei seguenti parametri

E: modulo di Young;

v. coefficiente di Poisson.

Essendo la deformabilita membranale e flessionale di ogni singolo
elemento concentrata nei links d’interfaccia, le proprieta meccaniche di
questi dovranno essere ricavati a partire dalle caratteristiche di
entrambi 1 quadrilateri a contatto con I'interfaccia.

La procedura che si segue per trasferire le proprieta della muratura
dei pannelli ai link ortogonali di interfaccia pud essere pensata in tre
fasi successive. Nella prima fase viene effettuata la suddivisione in fibre
degli elementi in accordo agli orientamenti principali. Nella seconda
fase le caratteristiche di deformabilita di ciascuna fibra vengono
rappresentate da un link elastico lineare equivalente; in questo modo a
ciascuna coppia di quadrilateri accostati corrispondono due distribuzioni
di links lineari rappresentativi delle proprieta elastiche di una porzione
dei quadrilateri stessi, detto volume del quadrilatero afferente
all'interfaccia, figura 3.3, (avente generalmente un volume pari alla
meta del volume totale del quadrilatero stesso, oppure tale che ogni
fibra risulti divisa in due parti di uguale lunghezza); nella fase
successiva per semplicita ciascuna delle coppie di links poste in serie
viene sostituita con un unico link di rigidezza risultante, figura 3.4. Tali
operazioni di calibratura, semplici e oggettive, effettuate in entrambe le
direzioni principali dell’elemento strutturale consentono di trasferire la
risposta membranale e flessionale degli elementi ai link ortogonali
d’interfaccia.

Nel seguito si descrivono dettagliatamente ciascuna delle fasi che
determinano la calibrazione dei link ortogonali d’interfaccia.
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Figura 3.3. Volume di elemento quadrilatero afferente ad una interfaccia

-

7

N 2/

Figura 3.4. Distribuzione delle coppie di links associati a ciascun volume di

elemento quadrilatero afferente all'interfaccia

2.1.1. Suddivisione degli elementi in fibre lungo le direzioni
principali

Nel capitolo 2 € stato mostrato come occorre procedere per passare
dalla rappresentazione geometrica alla rappresentazione per macro-
elementi. Per effettuare le operazioni di calibrazione del modello &
necessario suddividere ogni macro-elemento in fibre orientate che,
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operando una discretizzazione della struttura secondo le direzioni
principali (il cui significato € stato introdotto nel capitolo 2),
risulteranno orientate secondo le medesime direzioni. In figura 3.5 &
riportata una suddivisione in fibre del generico macro-elemento nelle
due direzione principali, il numero di suddivisioni & legato alla densita
di discretizzazione; in ogni caso lungo lo spessore dell’elemento occorre
considerare almeno due diverse file di links necessari per potere cogliere
anche la flessione al di fuori del piano dell’elemento. L’esempio riportato
in figura é relativo ad un discretizzazione che prevede un totale di 16
fibre in direzione dei meridiani e 16 fibre in direzione dei paralleli

disposti su due file.

Figura 3.5. Un esempio di suddivisione in fibre del macro-elemento per la

taratura dei links ortogonali d’interfaccia

Si osservi che la suddivisione in fibre lungo una delle direzioni
principali puo essere effettuata considerando un numero diverso di fibre
in corrispondenza delle interfacce opposte dal momento che i1 links
d’interfaccia sono rappresentativi di una porzione del macro-elemento
corrispondente al volume d’influenza dell'interfaccia. Tale peculiarita
risulta utile nel definire una discretizzazione associata ad una
dimensione minima dell’area di influenza.
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=

Figura 3.6. La suddivisione in fibre con un numero diverso di links nelle

interfacce opposte

2.1.2. Individuazione della geometria di ogni singola fibra

Le caratteristiche di ogni fibra vengono concentrate nelle links di
estremita assimilando ogni singola fibra ad una trave a sezione
variabile, figura 3.7. Nel seguito si descrive la procedura adottata per la
determinazione della geometria di ogni singola fibra.

Figura 3.7. La generica fibra rappresentata come trave non omogenea
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Per semplificare le operazioni di taratura, nella suddivisione in
fibre del macro-elemento € opportuno operare considerando una
geometria distorta che costringe l'elemento ad assumere una forma
regolare. Cid si1 ottiene operando attraverso un sistema di coordinate
intrinseche.

Una volta nota la geometria dell'interfaccia definita in accordo alle
procedure descritte nel capitolo precedente, sia n il numero di file di
links che si vogliono inserire in direzione trasversale (quella del primo
asse dell'interfaccia), ed m quello in direzione longitudinale (lungo lo
spessore). Immaginando di suddividere il segmento corrispondente ai
lati dei quadrilateri connessi l'interfaccia in n parti, e di considerare
una suddivisione della stessa interfaccia in m strisce, resta individuata
una griglia nel piano dell'interfaccia, cui corrispondono delle maglie
quadrangolari come riportate in figura 3.8a. Introducendo un sistema di

coordinate intrinseche, caratterizzato dagli assi U e \7, e centrato
sullorigine degli come mostrato in figura 3.8b, si puo stabilire una
corrispondenza biunivoca tra tutti i punti di un quadrato di lato 2
rappresentato nel sistema di coordinate intrinseco e 1 punti
dell'interfaccia. Pertanto, suddividendo nel sistema di riferimento in
coordinate intrinseche il quadrato secondo una griglia regolare di m
colonne ed n righe, corrispondentemente si avra una suddivisione
dell’area dell'interfaccia in MxN aree, che in generale saranno distorte
rispetto alla suddivisione regolare nel riferimento in coordinate
intrinseche.
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Figura 3.8. Griglie di suddivisione dell'interfaccia: (a) sistema
geometrico; (b) sistema di riferimento intrinseco.

Per la generica p-esima area, collocata nella maglia in
corrispondenza della riga i e della colonna j, valgono le seguenti
trasformazioni isoparametriche relative ai quattro vertici e al suo

centro:
uP1=—1+%(j—1) Up, =—1+%j
Vo, :—1+%(i 1) Ve, :—1+%(i 1)
Ups :—1+%j Uy, :—1+%(j—1)
VP3:—1+%i Vo, :—1+%i
Upe =—1+%(j—1)+%
Ve :—1+%(i—1)+%
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P. Ps

Pl PZ

Figura 3.9. Area p-esima della discretizzazione dell'interfaccia nel sistema di
riferimento intrinseco

Le relazioni che legano la griglia di suddivisione del quadrato di lato 2
nel sistema di riferimento intrinseco, con la maglia quadrangolare
dell’interfaccia, possono essere espresse mediante le quattro funzioni di
forma gia riportate in (2.1), come mostrato in figura 3.10.

- 3
Tratto diviso fn 4 )')')'),),),,,,,,,,,,,,
n parti
P, P
e
P: ,
. 2

N

VTratto diviso in m parti

Figura 3.10. Proiezione della griglia di suddivisione sull’area reale

Sia q il vertice dell’elemento p della discretizzazione dell'interfaccia
(con g€ {l, 2,3, 4} ), e siano 1 quattro vertici dell'interfaccia caratterizzati

dalle coordinate (Xk Yo Z, ), con k {1, 2,3, 4} .
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Allora le coordinate del generico vertice e del centro dell’area
considerata, nel sistema di riferimento globale, saranno date
rispettivamente da:

4

X g :zkak (upq’qu)

k=1

4
Yoo = 2 Yem, (UpgVyq ) (3.1)

k=1
4
Yoo = kZYkmk (Upe Vo) (3.2)
=1
4
Ly = kZ:kak (upC’VpC)
=1

Nell'interfaccia opposta a quella considerata, con un procedimento
analogo, e mantenendo la medesima suddivisione MxN, ¢& possibile
considerare una corrispondenza tra aree omologhe di tali interfacce,
delimitate a loro volta da vertici anch’essi omologhi tra loro (fig. 3.11). I
vertici di ciascuna coppia di aree omologhe individuano un volume che
rappresenta la fibra del quadrilatero che si intende considerare. Tale
fibra viene considerata astratta dal contesto, e la taratura del
corrispondente link avviene considerandola isolata dal resto.

Si supponga di considerare una generica fibra. Il versore €,

individua la direzione congiungente il centro dell’'area p nella
discretizzazione dell'interfaccia considerata con quello dell’area omologa
nella discretizzazione dell'interfaccia opposta. La lunghezza del
segmento che unisce 1 due centri ¢ data da:

Ip :\/(stpc N XF,PC )2 +(Ys,pc _Yr,pC )2 +(Zs,pc _Zr,pC )2
3.3)
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dove s e r fanno riferimento rispettivamente all'interfaccia considerata e
alla sua opposta.

Figura 3.11. Volume individuato da una coppia di aree corrispondenti

Per determinare le caratteristiche meccaniche delle links ci si basa
sulle caratteristiche geometriche e meccaniche delle fibre che di volta in
volta si considerano. Occorre in particolare valutare il volume della
fibra modellata. Per semplificare la trattazione ci si riferisce, in questa
fase, ad un sistema di riferimento locale della fibra, con origine nel
centro dell’elemento p dell'interfaccia considerata, e avente come assi
quelli individuati da una terna di versori a,b,c tali che c=e , b

ottenuto come versore della proiezione del vettore (Ps,l -C

S,p) sul piano

avente come normale C, ed @ ottenuto dal prodotto vettoriale a=bAc
(Figura 3.12). Si ha allora:

X X Y.

3pC

Y,

. _ 1pC . _
C = c, =

13p I13 p |13 p

YA YA

3pC

1pC 3pC ~ “1pc

Cy =
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Figura 3.12. Individuazione del sistema di riferimento locale della fibra

Si puo ora porre:

E ora completamente definita la terna levogira, centrata nel punto

Y, e Z

s,pC?
riferimento locale possono essere ottenute da quelle nel sistema di
riferimento assoluto mediante una roto-traslazione degli assi che puo
essere descritta dalla relazione

di coordinate X Le coordinate dei vertici nel sistema di

s,pC? s,pC *

a, a, a, ) X=X,

X
z

s,pC

¢ ¢ ¢ )\z-2,

Sfruttando questa relazione, le coordinate dei quattro vertici
dell’area dell'interfaccia considerata e quelle dei quattro vertici dell’area
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omologa opposta possono essere convertite dal sistema di riferimento
globale a quello locale.

Si osserva pero che, in generale, le facce della discretizzazione non
sono ortogonali alla retta che congiunge 1 loro centri. Affinché si riesca a
calcolare il volume individuato dalle due facce si impone
un’approssimazione che consente di ricondursi al caso di un prismatoide
(poliedro 1 cui vertici giacciono su due piani paralleli) cosi da
semplificare il calcolo del volume (Figura 3.14). Si considerino, nel
sistema di riferimento locale, le intersezioni con i piani z=0 e Z= |p,

delle rette che congiungono i vertici omologhi delle due aree opposte
(Figura 3.13).
)

PIANO (B) z=lw

~
YA
~

PIANO A z=0

Figura 3.13. Proiezione dei vertici del volume considerato sui piani Z=0 e
z=1,

Si considerino ora le equazioni parametriche della retta che
congiunge 1 due vertici considerati:
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x(a)= Xs.pa +(Xr,pq _Xs,pq)a
y(a)= Ys.pq +(ym)q _ys,pq)a

Z(a): Zs,pq +(Zr,pq _ZSvPQ)a

Imponendo l'appartenenza ai piani z=0 e Z= |p s1 ottengono due

valori del parametro « che, sostituiti nelle equazioni parametriche,

forniscono le coordinate nel sistema di riferimento locale dei vertici del

prismatoide cui abbiamo assimilato il volume di partenza.

Ze g H(Zrpg — Zopg ) 2a =0 a1, = 5.0
s.pq rog ~ Ls.pg JOA = aA_Z _z
s;pd — “ropg
I, -z
_ - __'p " “sipg
25pq+(zr,pq ZS,pq)aB ijas—z e
sipd — “ripg

(3.5)

(3.6)

Figura 3.14. Configurazione di partenza del volume considerato (in nero) e

trasformazione al prismatoide corrispondente (in rosso)

Per calcolare il volume del prismatoide occorre conoscere la legge di

variazione dell’area della superficie del quadrilatero, come sezione del
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prismatoide con un piano ortogonale all’asse individuato dal versore locale e,

. . . . Z
, al variare della coordinata z, o del parametro adimensionale [ zl—.
p

L'area A di un quadrilatero giacente su un piano ortogonale all’asse z
(Figura 3.15) si ottiene dall’integrale

A:IJdA

Figura 3.15. Rappresentazione di un quadrilatero qualsiasi nel piano x-y

Con riferimento ad un sistema di coordinate intrinseco, le
coordinate di un generico punto del quadrilatero sono date, mediante la
trasformazione parametrica, da:

X(U’V)ngimi (u,v)
y(wv) = 2 ym (u.)

L’area elementare dA, da integrare su tutta la superficie, puo essere

(3.7

espressa come segue:

dA=J (u,v)dudv

con J (U,V) jacobiano della funzione. Essendo lo jacobiano di una funzione a due

variabili, esso assume la forma
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J y =
(u V) ouov ovou

e sostituendo
1 p1
A= LLJ (u,v)dudv

Le derivate che compaiono nell’espressione dello jacobiano, possono
essere ottenute derivando le coordinate cartesiane in funzione delle
coordinate intrinseche (3.7), e saranno date da:

GX_Z“:X_%; sz“:xi om,

au & w &
N _Ny M. YN, OM
ou ;yi ou' ov ley ov

Sostituendo si ottiene l'integrale di una funzione polinomiale, che puo
essere risolto in forma chiusa, e assume I'espressione

A=Z(x %) (% -92) (6= %) (45 - ) (38)

Per la generica ordinata z si ha X =X (ﬂ), Y. =V, (,B) Con le

opportune sostituzioni si osserva un andamento di A(,B) in generale

parabolico:
A(B)=ap’+bp+c (3.9)

con a,b,c funzioni delle coordinate degli otto vertici del prismatoide.

2.1.3. Rappresentazione delle fibre mediante links

Le caratteristiche di ogni fibra devono essere concentrate nelle links
di estremita, in questo esempio il links si determinano assimilando ogni
singola fibra ad una trave elastica lineare isotropa e omogenea a sezione
variabile, caratterizzata dal modulo di elasticita normale E e dall’area
A(z). Al fine di ricavare le caratteristiche di un singolo link si puo far
riferimento ad una fibra di muratura, considerata isolata dal resto di
lunghezza pari a meta di quella che la divide dall’area omologa opposta.
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Uguagliando la rigidezza assiale offerta dal modello continuo con
quella relativa al link considerato, si ottiene il valore della rigidezza
elastica K da assegnare al link.

La rigidezza del link equivalente puo essere valutata considerando
laccorciamento di una trave a sezione variabile (Figura 3.16), la cui
area trasversale é data dalla funzione A(Z).

Per la determinazione dell’accorciamento della trave a sezione
variabile di figura 3.16, si consideri ora un concio di trave di altezza
infinitesima dz (Figura 3.17). A meno di infinitesimi di ordine superiore
al primo, 'area della sezione puo essere considerata a sezione costante.

Figura 3.16. Trave a sezione variabile soggetta a uno sforzo assiale

La tensione normale, indotta dal carico sulla generica sezione di
ascissa z, ¢ data da:

o= ESSLIE%
A(2) dz
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N
A(2)

dz

N

Figura 3.17. Concio infinitesimo di trave soggetta a sforzo assiale

essendo de |'accorciamento infinitesimo del concio. Esplicitando proprio de ed
integrando si ottiene:

E A(z)
N (L dz

~E%A(2)

de

e rappresenta l'accorciamento totale della trave. Tale accorciamento
deve essere pari a quello del link che simula questa semi-fibra, e deve

quindi essere paria €= E Uguagliando le due espressione di e, si pud

ricavare la rigidezza K del link equivalente

1 1, dz E

| = =2=K=—— 3.10

KTERARD) 310
o A2)

I1 calcolo della rigidezza del link si riduce pertanto essenzialmente
al calcolo dell'integrale di una funzione razionale. Nel caso in esame,
essendo A(Z) un polinomio di secondo ordine, pertanto l'integrale

ammette soluzione in forma chiusa.
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La rigidezza cosi calcolata va pero proiettata lungo una direzione
ortogonale al piano dell'interfaccia (Figura 3.18) e poi combinata in serie
con la rigidezza derivante dalla fibra dell’elemento contiguo (Figura
3.19). Per comodita si indichino con I e 2 gli indici relativi ai due
elementi contigui.

Indicata con O la normale al piano dell'interfaccia, e ricordando che

¢ e il versore che individua l'asse della fibra, si ha

Figura 3.18. Proiezione della rigidezza del link in direzione ortogonale al piano

dell'interfaccia

ed infine, combinando in serie le due rigidezze

Ky, LS (3.11)
1+ K2

7<| 7<|

N
N

Ke
MW D AW

Figura 3.19. Composizione di due links in serie



Capitolo 3 — La caratterizzazione costitutiva del macro-elemento 189

2.2. La calibrazione dei Link d’interfaccia associata ad un
legame costitutivo elasto-plastico non incrudente

Si consideri un solido isotropo ed omogeneo caratterizzato da un
legame costitutivo elasto-plastico perfetto a deformazione limitata. I
parametri necessari per definire il legame costitutivo del solido sono:

E: modulo di Young;

v. coefficiente di Poisson;

oyc. tensione di snervamento a compressione;

oy. tensione di snervamento a trazione;

&uc: deformazione di rottura a compressione;

&u: deformazione di rottura a trazione.

Le caratteristiche elastiche dei Nlinks si determinano in accordo
alle procedure illustrate nel paragrafo precedente.

Nell'ipotesi di legame elasto-plastico perfetto a deformazione
limitata occorre individuare le forze di snervamento a trazione e a
compressione degli NLinks, associati ai valori delle tensioni di
snervamento a trazione e a compressione, insieme agli spostamenti di
rottura associati ai limiti di deformabilita a compressione e a trazione
del materiale.

Per la determinazione delle forze di snervamento nei NLinks si
possono adottare due criteri. Il primo, detto criterio dell’area minima, &
basato sulla considerazione che lo snervamento si determini in
corrispondenza della sezione di area minima, in questo caso le forza di
snervamento nei NLinks risultano date da

Fyt = A‘ninayi
ch = A‘nino-yc
Tale criterio tuttavia appare eccessivamente conservativo e

dipendente dalla mesh adottata nella discretizzazione della struttura.
Un criterio alternativo € il cosiddetto criterio dell’area media in cui

(3.12)

le forze di snervamento nei NLinks risultano associate all’area media
delle fibre corrispondenti:
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F.=A0
ooy (3.13)
ch = Aned O-yc
Gli spostamenti corrispondenti ai limiti elastici sono dati da
u,=F,/K
v (3.14)
u,.=F,/K

Tale criterio risulta accettabile soprattutto in quei casi in cui il
rapporto delle aree della fibra (dato dal rapporto tra I'area minima e
Iarea massima) risulti molto prossimo all’'unita.

Gli spostamenti ultimi del link possono essere determinati con
riferimento ad una plasticizzazione diffusa, semplicemente
moltiplicando la lunghezza | della fibra considerata per le deformazioni
di rottura a trazione e compressione della muratura:

e =18 (3.15)
uI’C = I ' ng

Al fine di caratterizzare la muratura devono essere quindi
assegnate le proprieta meccaniche del materiale muratura (E, oy, oy,
&e, &t). Tall quantita possono essere determinate a partire dalle
caratteristiche deil componenti (malta e mattoni) tramite delle tecniche
di omogeneizzazione, oppure tramite delle prove in situ (o in
laboratorio).

Il principale limite di questa trattazione risiede nel fatto di
considerare il materiale come isotropo. La varieta delle possibili
tessiture che gli elementi murari possono presentare richiederebbe
invece una differenziazione delle caratteristiche del materiali nelle varie
direzioni, in relazione alla tessitura e all’apparecchio dell’elemento
strutturale.

Nei casi in cui gli assi di ortotropia coincidono con l'orientamento
delle fibre (come nel caso delle volte sferiche e delle volte a botte) &
tuttavia possibile implementare un legame ortotropo differenziando il
procedimento di taratura nelle due direzioni.
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2.3. La calibrazione dei Links paralleli al piano dell’interfaccia
associata ad un legame costitutivo elasto-lineare

I links disposti parallelamente ai piani dell'interfaccia hanno i
seguenti ruoli:

- governare gli scorrimenti nel piano dell’elemento;

- governare gli scorrimenti fuori dal piano dell’elemento;

- rappresentare la rigidezza a taglio fuori dal piano dell’elemento;

- rappresentare la rigidezza torsionale dell’elemento.

Globalmente tali meccanismi sono rappresentati da tre links non
lineari per ogni interfaccia, una delle quali € posta in direzione del
primo asse dell'interfaccia, e due nella direzione del secondo asse e poste
in corrispondenza di due punti opportunamente determinati, figura
3.20.

Figura 3.20. Il generico macro-elemento con la rappresentazione

dei links paralleli al piano dell'interfaccia
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2.3.1. La calibrazione delle links di scorrimento nelle
direzioni degli assi delle interfacce in accordo ad un
legame alla Mohr-Coulomb

I1 Iink di scorrimento orientato nella direzione del primo asse
dell'interfaccia, figura 3.21, ¢ deputato unicamente a rappresentare gli
eventuali meccanismi di scorrimento nel piano dell’elemento ed &
caratterizzato da un comportamento rigido-plastico.

Figura 3.21. Le links a scorrimento orientate nelle direzioni degli assi delle
interfacce

I comportamento a scorrimento, per sua natura, € regolato
prevalentemente dall’attrito, ed & quindi caratterizzabile da un legame
dipendente dall’azione normale.

Assumendo un legame alla Mohr-Coulomb la tensione tangenziale
limite cui & associata I'attivazione di un meccanismo di scorrimento nel
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solido murario risulta governata da due parametri: uno che rappresenta
la coesione c e I'altro il coefficiente d’attrito interno u.

T, =Ct+u-o, (3.16)

essendo O, la tensione normale di compressione.

Con riferimento alla generica interfaccia, indicando con A: l'area
trasversale effettivamente a contatto tra le due superfici, cioé quella
corrispondente ai links ortogonali attivi (quelli che non hanno raggiunto
lo spostamento ultimo), la forza limite T, che provoca lo scorrimento tra

1 due piani dell'interfaccia si puo determinare attraverso la relazione
Tiw =Cjy +9-P (3.17)
in cui
P= J o, dA
A (3.18)
indica la risultante degli sforzi di compressione agente in
corrispondenza della superficie dell'interfaccia, che si determina in

modo semplice dalla sommatoria delle forze dei links ortogonali
d’interfaccia.

Ciin =C- A (3.19)

rappresenta la risultante delle forze di coesione nel piano
dell'interfaccia, data dal prodotto dell’area effettivamente a contatto e la
coesione del materiale.

Assumere valida la (3.17) equivale ad avere supposto una
distribuzione di tensioni tangenziali uniformi in tutta 'area a contatto.

Ivaloridi P, C, ed A sono variabili durante ’analisi.

lim

2.3.2. La calibrazione delle links di scorrimento nelle
direzioni ortogonali agli assi delle interfacce in
accordo ad un legame alla Mohr-Coulomb

Le links di scorrimento orientate nelle direzioni ortogonali rispetto
agli assi delle interfacce, figura 3.22, sono responsabili
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- della rappresentazione della rigidezza a taglio dell’elemento
fuori dal proprio piano;

- della rigidezza torsionale elastica dell’elemento;

- della simulazione di eventuali scorrimenti dell’elemento al di
fuori del proprio piano.

Figura 3.22. Le links a scorrimento orientate nella direzione ortogonale all’asse

dell’interfaccia

Le links a scorrimento sono pertanto caratterizzate da un
comportamento iniziale elastico limitato da un dominio di snervamento
alla Mohr-Coulomb.

2.3.2.1. Le proprieta elastiche delle links di scorrimento
nelle direzioni ortogonali agli assi delle interfacce

Con riferimento ad wuna singola interfaccia, le caratteristiche
elastiche iniziali delle due links si ricavano direttamente dalle
caratteristiche della muratura, considerando una suddivisione in fibre
dell’elemento analogamente a quanto fatto per le links ortogonali
d’'interfaccia.
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\‘“‘“u
H\_H\\I\ Vo]
N

Figura 3.23. Suddivisione in fibre dell’elemento per la taratura delle links di
scorrimento

In particolare la rigidezza totale delle links a scorrimento fuori
piano sara data dalla somma delle rigidezze a taglio delle singole fibre.
Tale rigidezza va poi equamente suddivisa alle due links che sottendono
ciascuna ad un’area pari alla meta di quella totale dell'interfaccia:

Nmolle .
K — 1 G Aned _i

scorr — A |
i-0 i

(3.20)

dove Amed,i € I'area media della fibra considerata e [; € la lunghezza della
fibra che va tenuta in conto per I'interfaccia considerata.

Ciascuna delle links verra posizionata in corrispondenza del centro
di rigidezza delle fibre corrispondenti.

2.4. La calibrazione del Link diagonale appartenente al piano
dell’elemento

I1 link diagonale del quadrilatero, Figura 3.24, simula il
comportamento di una porzione dell’elemento murario soggetta ad
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azioni agenti nel piano individuato dai suoi quattro vertici (piano
dell’elemento).

Figura 3.24. Link diagonale del quadrilatero

Al fine di rendere il quadrilatero internamente isostatico &
sufficiente introdurre un solo Link nonlineare il cui legame costitutivo
dovra essere in grado di simulare la risposta del concio di muratura
rappresentato dall’elemento. La legge costitutiva del NLink dipende dal
particolare criterio di crisi adottato. In questo paragrafo si assume un
legame costitutivo della muratura elasto-plastico non incrudente e
pertanto caratterizzato dai seguenti parametri:

E: Modulo di Young;

v. Coefficiente di Poisson;

oyc. tensione di snervamento a compressione;

oy. tensione di snervamento a trazione;

&c: deformazione di rottura a compressione;

&¢. deformazione di rottura a trazione.

Per il calcolo della rigidezza del link conviene distinguere la fase
elastico lineare dalla fase plastica.
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2.4.1. La calibrazione del NLink diagonale appartenente al
piano dell’elemento nella fase a comportamento
elastico lineare

La calibrazione del NLink diagonale in campo lineare viene
effettuata assumendo che la deformabilita dell’elemento nel proprio
piano sia rappresentabile dalla risposta di una lastra di materiale
elastico lineare isotropo e omogeneo avente la geometria dell’elemento e
vincolata a deformarsi in accordo al campo di spostamenti del
quadrilatero articolato, governato da un unico parametro lagrangiano.
L’equivalenza tra il modello continuo e quello discreto viene stabilita
sulla base di un criterio di equivalenza energetica. In particolare si
impone l'uguaglianza dell’energia di deformazione tra la lastra e il
quadrilatero articolato reso isostatico dalla presenza di un link elastico-
lineare.

2.4.1.1. La lastra continua a spessore variabile vincolata a
deformarsi coerentemente con il campo di
spostamenti dell’elemento

Si consideri un mezzo continuo elastico lineare isotropo la cui
geometria coincida con la geometria del macro-elemento, vincolato a
deformarsi coerentemente con la cinematica del quadrilatero articolato
soggetto ad azioni nel proprio piano. Si assume che il campo degli
spostamenti S e il corrispondente campo di deformazione E possano
ritenersi piani. Assumendo un sistema di riferimento con asse z

ortogonale al piano dell’elemento, il campo degli spostamenti sara dato
da

S, =S, (x.y)
S, =S,(xY)

mentre il tensore di deformazione infinitesima in componenti risulta
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[ 1
&y nyy
1
E= Ej/xy 8y
0 0
dove
oS,
&, =
OX
0S
€y —8—yy
P9 =y " ax
&, =7/yz =V« =0

Indicando con T ed E i campi di tensione equilibrato e il campo di

deformazioni infinitesime derivato dal campo di spostamenti imposto S

,con p la densita di massa, con b ed a il campo di forze di massa e di

accelerazioni e con t, un campo di forze superficiali applicato sul

contorno I' possiamo scrivere ’equazione dei lavori virtuali nella forma

JIl,r@-E)av =[], p(b-a)-sav ] 1, -sds

(3.23)

Occorre ora valutare a partire dall’equazione dei lavori virtuali le espressioni

del lavoro virtuale interno ed esterno ed uguagliarle. Sviluppando in forma

estesa il prodotto interno tra T ed E nel nostro caso si ha:

Oy z'xy Xz
TXY O-y yz
Xz yz o,

=0,6,+t0,6,+7T

1
&y E}/xy
1
nyy &y
0 0

xyyxy

1 1
=0,8&, +§Txy7xy +§Txy7/xy '|'O'y6'y =
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Si ha pertanto
= H y (axgx +to,é,+ z'xyyxy)dV =

h(x.y)
L, = “AI_@(O'XEX +0,8,+T.7, ) dzdA=
2

LI

dove si e tenuto conto che il campo di deformazioni non dipende da z. Poniamo

(x.y) h(x.y)

) 0828, +j yo,dze +j n(x.y) z'xde}/XdeA (3.24)

2 2

per comodita

h(x.y) h(X y) h(X y)

Nx(x,y):j_@axdz;N( YY) = J' 1o, dzN, (X, y) = j 1 T2

2 2 2

Allora I'espressione del lavoro virtuale interno (3.24) diventa

:”A(ngx+|\1ygy+ nyyxy)dA (3.25)

Posto I =Xi+X], possiamo raccogliere in due vettori o e ¢ i

termini significativi della funzione integranda, prestando tuttavia attenzione al
fatto che g non contiene tra i suoi termini elementi che dimensionalmente

sono tensioni:

(3.26)
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[z (L)} =9,-S (3.27)

.
o
oy
5
o]

™
=
~
Il
Qo R

L’espressione dei lavori virtuali (3.25) diventa infine

Li=[[, 202 8)on (3.28)

(%Y
S.S)

Figura 3.25 — Lastra piana quadrangolare a spessore variabile nel piano x-y
soggetta al campo di spostamenti S

Per riuscire a svolgere questo integrale si ricorre a una
formulazione del metodo degli elementi finiti mediante funzioni di
forma. Assegnata la lastra supponiamo di conoscere le coordinate dei
quattro vertici e gli spostamenti nodali ivi imposti (fig. 3.25).

Si riportano le coordinate della lastra in un sistema di riferimento
con coordinate intrinseche (fig. 3.26).
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vi
4 v=1 3
u=-1 u=1
u
1 V=1 2

Figura 3.26 — Rappresentazione della lastra nel sistema di riferimento
intrinseco

Mediante le quattro funzioni di forma (2.1) &, ancora una volta,
possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra coordinate
cartesiane ad intrinseche. Le relazioni che regolano il cambio di
coordinate di un generico punto, o trasformazione isoparametrica,
saranno

x(u,v):gximi(u,v)
y(u,v):gyimi(u,v)

In maniera del tutto analoga possiamo esprimere il campo di
spostamento in qualsiasi punto della lastra

Sx(u,v)=gslmi(u,v)
Sy(u,v):gsiymi(u,v)

che espresso in termini vettoriali diventa



202

mOm,0m,0m,0]S,
OmOm,0m, 0m,

=S(u,v)=

I

(uv)-U (329

Si pud notare da queste espressioni, come sui lati della lastra il
campo di spostamenti sia lineare, in accordo a quanto succede con 1 lati
rigidi dell’elemento oggetto di studio. Per ricavare le derivate parziali di

una funzione composta a piu variabili si deve calcolare lo jacobiano

J(u,v) della funzione. Il vettore di funzioni S (u,v) va espresso in

funzione delle coordinate cartesiane e, successivamente, va derivato, per

ricavare deformazioni e tensioni in tutti i punti della lastra.

Si ha:
0 _0x, 0. 0_00x 00 |
ou oOXou oyou ov Oxov oy ov
O] |x y|lo| |2 9
ou|_|ou ou OX _ ou :i(u,v) OX
o |x |9 |2o 9
ov oV ov ]| oy ov oy

Invertendo J (u,v) ¢ possibile ricavare le derivate rispetto ad x e y.

Si ha infatti
0
X
0

oy

SERI(R)
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Posto J(u’v):a_a_aa_’ si ha, sfruttando le formule che
U u

1nvertono una matrice 2x2

@ _ﬂ 1 1
Jo J,
J__l(U,V): 1 8V 8U — 111 121
JUV)|_ox x| [y 3y
ov ou
Le due espressioni delle derivate rispetto ad x ed y diventano quindi
0 a 0 4 0
—=J;(uv)—+J, (u,v)—
ox a ( )au 2 ( )av
0 A 0 4 0
—=J,,(uv)—+J,(u,v)—
dy a )au 2 )av
L’operatore i , definito nella (3.27), diventa allora
Jl’f(u,v)i+ Jl’zl(u,v)i 0
ou o 0 a 0
8. =[0 Ja (u,v)a+ Iz (U’V)E (3.30)

- 0 _ 0 - 0 - 0
sz(u,v)a+ sz(u,v)a Jlll(u,v)a+ lel(u,v)g

Sostituendo la (3.29) nella (3.27), e alla luce della (3.30), s1 ha:
(u,v)=2,-S(uv)=9, M (uv)-U=M(uv)-U (3.31)

Per completare le relazioni che regolano il cambio di coordinate va
espressa dA, che é data da

dA=J(u,v)dudv

L’espressione (3.23) del lavoro virtuale interno, con le opportune
sostituzioni, diventa

L, =J'J.Aa_T-gdA:.[_llj_lla_T(u,v)@(u,v)J (u,v)dudv

(I_llj_lla—T(“'V)'ﬂ(U,V) J (u,v)dudv).u (3.32)
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L’espressione in parentesi puo essere calcolata mediante metodi
numerici.

Per valutare il lavoro virtuale esterno occorre determinare le forze
nodali equivalenti che agiscono sui vertici della lastra. Occorre pero
preventivamente fare alcune considerazioni che semplificano il
problema nel caso in esame. Anzitutto si considera il caso del problema
statico, e quindi si ha che il campo delle accelerazioni € nullo ovunque (
a=0). L’altra osservazione da fare riguarda il contorno I" della lastra,

che si puo pensare come l'unione di tre sotto-insiemi:

I'=I, ul'r Ul

dove I'|, rappresenta la parte del contorno vincolata, I'; la parte di contorno
caricata e I', la parte di contorno di contatto tra elementi finiti contigui.
Sia Q(X, y) il vettore normale al contorno I', e contenuto nel piano
della lastra, in un suo generico punto e sia i(x, y) 1l campo di forze

agenti su I'c espresso in forza per unita di superficie (fig. 3.27).

Entrambi questi vettori, con riferimento al sistema locale della lastra,
avranno nulla la terza delle loro componenti.

Yy
Ic

f(xy)
n(xy)

Iv

- X

Figura 3.27 — Contorno della lastra
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Per contorno della lastra si intende infatti, in questo caso, la linea
che ne delimita i1l perimetro, ipotizzando scarica la sua superficie;
affinché essa risulti caricata esclusivamente nel proprio piano € inoltre
evidente che, giacendo 1 primi due assi del sistema di riferimento locale
nel piano medio della lastra, la terza componente del campo di forze
risulta nulla ovunque. Allora si ha:

f(xy) n(xYy)
f=[f,(xy)|; n=n(xy) (3.33)
0 0

La condizione che viene quindi imposta imporre nel caso in esame,
affinché il problema si adatti completamente al modello meccanico
equivalente pensato, e in accordo con quanto sinora precisato, € che il
campo f (X, y) agisca solo sull’anello di contorno della lastra che quindi

sara proprio I'c (fig. 3.28).
SUPERIFICIE SCARICA

SUPERIFICIE CARICATA

Figura 3.28 — Parte del contorno caricata (coincidente con la superficie laterale
della lastra)

Con riferimento al secondo termine del lavoro virtuale esterno, e
alla superficie I'; si valuta anzitutto il vettore di tensione t" su una
generica giacitura di normale n, che puo essere ottenuto dal prodotto
interno tra il tensore di tensione T e il vettore n che indica la giacitura

considerata in un generico punto della lastra,
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Oy z-xy Ty nx O-X nx + Z-Xyny
n— N = =
t=T-n=l7,, o, 7,](|N, T N +oy,n,

Se indichiamo con U e T, 1 vettori

X
u s | Tn _ O'an+rxyny
0 z'xynX +0'yny

si puo vedere che si ha

ﬂ.ngn.S

Inoltre, osservando che le forze di massa non variano lungo lo
spessore della lastra, si pud porre

g(x,y){b*(x’ y)}

by (x,¥)

Con le opportune sostituzioni l'espressione del lavoro virtuale
esterno, secondo membro della (3.23), diventa

Lo =[] s b7 SzdA [[ [, T -Sdadr [ [ 6, 17 -Sdzdr =
s e P o0 —

=]],[ iy pbldz-SdA+[[ 5 Tdz-Sdr+[[ [z, f'dz-SdT=
2 > >

Integrando lungo lo spessore le grandezze che dalla coordinata z
non dipendo, si ottiene

Lee :.UAB_T(X, y)-S(x, y)dAJr.”ch(X' y)-S(xy)dr+
+HrF E'(xy)-S(x,y)dr

Ricordando che S=M ‘U (3.29), il lavoro virtuale esterno (3.34)

diventa

(3.34)
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Le ZJ.J.AB_T(X, y)-M(X,y)dA-L_J+”rCQ(x,y).M(X’ y)dF-Q+
HrFF—T(X’ y)-M(x,y)dl-U

I1 principio dei lavori virtuali assicura che il lavoro virtuale interno,

(3.35)

compiuto dalle tensioni indotte da un campo di spostamenti virtuali
imposto per le deformazioni dovute allo stesso campo di spostamenti, sia
pari a quello esterno, compiuto dalle forze di massa, da quelle di
contatto e da quelle esterne, per lo stesso campo di spostamenti virtuali,
cioe

=L, WU (3.36)

I vettori delle forze nodali equivalenti ai carichi esterni P, e alle

forze di contatto P saranno dati da:

By = [, Moa- [ £ mor
i (3.37)
P~ ], " o

Una volta eliminata la dipendenza dagli spostamenti nodali, il
principio dei lavori virtuali puo essere scritto nella forma di equazioni di
equilibrio nodale.

T T (T "N
Pi*‘P_:J._lJ-_lO'_(U,V)-M(U,V)J(U,V)dUdV:> 5.5
1 1l —= :
=
=P+R = J:ljllM_(UN)'Q(U’V)J (u,v)dudv

dove o(u,v) & definito dalla prima delle (3.26), mentre J(u,v) & dato

dall’espressione

Si introducono ora le ipotesi sul materiale che € considerato elastico
lineare ed isotropo. Il legame costitutivo utilizzato pud essere
sinteticamente espresso dalla relazione

T=AtE 1 +2uE (3.39)

che rappresenta l'equazione costitutiva del solido elastico lineare
1sotropo. Essa dipende soltanto da due parametri che definiscono il
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comportamento del materiale. Nella letteratura, 1 coefficienti 4 e u

sono chiamati costanti di Lamé. Solo se il materiale, oltre ad essere
isotropo, € anche omogeneo i coefficienti 4 e g non dipendono dalla

posizione e quindi sono effettivamente costanti come nel caso di studio.

Le costanti di Lamé possono agevolmente essere messe in relazione
con 1 moduli di elasticita normale e tangenziale del materiale mediante
le relazioni:

E
:G e ——
SRR TEW
(3.40)
_ Ev
2(1+2v)
Nel nostro caso, essendo lo stato deformativo piano, il legame

costitutivo si traduce solo nelle tre espressioni
o, = ﬂ(sx +gy)+ 2L,
o, = l(sx +5y)+2,ugy
Ty = Hly

che, in termini tensoriali, diventa

o, A+2u A 01| & o,
o,|=| 4 A+2u Olle, |=|0, |=Kk &
Ty 0 0 iy, T,

Ricordando la definizione del vettore o, data nella prima delle

(3.26), e che lo stato deformativo € piano (e quindi non dipende dalla
coordinata z) si ha:

h(xy) | O

o= wiy| oy [d2=N(xy)x £(x.y)

2

Txy
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Ogni coppia di coordinate cartesiane (x,y) individua un vettore
posizione I, cul puo essere associata una coppia di coordinate

intrinseche (u,v); in questo caso pertanto si ha:

a(r)=h(r)x-e(r)=o(u,v)=h(uv)x-(u,v)

dove lo spessore in un generico punto della lastra, di coordinate intrinseche (u,v),
e dato da

4
h(u,v)=>_hm(u,v)
i-1
Ricordando la relazione ottenuta per il vettore & (3.31) si ha
o(u,v)= h(u,v)gﬂ(u,v)'L_J
e sostituendo nell’equazione dei lavori virtuali (3.38)

R+P= Elflh(u,v)E(u,v).g-ﬂ(u,v)J (u,v)dudv-U  (3.41)
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A

Ao

2
AN

Figura 3.29 — Equivalenza tra modello continuo e meccanico

L’integrale al secondo membro non rappresenta altro che la matrice
di rigidezza K della lastra. In forma compatta allora si puo scrivere:

R+P=K-U (3.4

Nel caso in esame si sta considerando un solo elemento pertanto si
ha P =0 elequazione appena vista si riduce a

R=K-U (3.43)

Si vuole ora imporre un campo di spostamenti che attivi la
deformazione nel piano della lastra. Si sceglie di vincolare la lastra
lungo il lato 1-2, e di imporre un aumento Ao dell’ampiezza dell’angolo
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al vertice 1, cosi da ottenere un campo di spostamenti analogo a quello
che si ha nell’elemento all’attivarsi del grado di liberta deformativo (fig.
3.29).

Gli spostamenti nodali sono tutti funzione del parametro
deformativo A« . In particolare, essendo i1 vertici 1 e 2 vincolati, gli
spostamenti nodali che gli competono saranno nulli, mentre quelli degli
altri due vertici saranno proporzionali a A« , secondo degli opportuni
coefficienti, che possono essere ricavati dalla cinematica dell’elemento.
Il vettore U puo quindi essere partizionato, e sara dato da:

O T 9 O O O O

Partizionando anche il vettore delle forze nodali e la matrice di
rigidezza si ha

Pol KL k270

%l o]

0 LA ~
Ai fini del calcolo della rigidezza del link, vanno calcolate le forze
nodali relative ai vertici 3 e 4, ricavate la rigidezza del link che,
sottoposta alle stesse forze nodali della lastra, assume la stessa
configurazione deformata. La partizione risulta pertanto utile per

scartare le prime quattro equazioni che risulterebbero superflue. Il
sistema da risolvere si riduce quindi a

P} =AaK”-U (3.44)

La matrice di rigidezza K per una lastra piana a 4 nodi ¢ di

dimensione 8, e quindi ha 36 termini significativi. La partizione ci
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. . . 22 . .
consente di fare riferimento solo alla K“° che, avendo dimensione 4, ha

solo 10 termini significativi.
Il calcolo di questi termini richiede una integrazione numerica.

Sviluppiamo e partizioniamo anzitutto I'operatore M

0, O
—~ m Om Om OmO
M=l0 o, =
62810m10m20m30m4

om 0 om 0 om, 0 om, O
=0 om O om O om 0 oJ,m,
J,m, o,m o,m, o,m, d,m, o,m, 9,m, om,
Di questo operatore matriciale 3x8, ai fini del calcolo dei termini

significativi della matrice di rigidezza della lastra, si fara uso solo dei
termini che stanno sulla meta destra. E’ pertanto utile partizionare la

matrice, isolando 1 termini utili, nella matrice I\//I:, da quelli superflui,

nella matrice I\//I\1

M=|M, M,

i [, ]

—~

Sostituendo la partizione di M nella relazione che calcola la

matrice di rigidezza K si ha:

U [ I VI .
M M=M= = M, M || = || M, M |-
M; M; -k

%
<

=)=

Si ha quindi
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= J'_llj'_llh(u,v)@(u,v)~g-@(u,v)J (u,v)dudv-U (3.45)
Si consideri ora la matrice ottenuta dal prodotto
G =MJ (u.v)-x-M, (u)

Questa matrice ha dimensione 4 e contiene quindi 10 elementi
significativi, che vengono di seguito riportati

Gy, =(A+2u)(am,)" +u(a,m,)° (3.46a)
Gy, = A(2,m,)(2,m, )+ 22(8,m, )(8,m,) = (A + u) (6,m,)(8,m,)  (3.46b)
Gy, =(A+2u)(o,my)(o,m,)+ u(6,m,)(6,m,) (3.46¢)
Gy, = A(0,m,)(,m, )+ u(0,my)(8,m,) (3.46d)
G,, = (A+2u)(8,m,)" + p(o,m, )’ (3.46¢)
G, =A(0,my)(6,m,)+ u(0,my)(0,m,) (3.460)
Gy, = (A +2u)(8,m,)(9,m,)+ (8,m, )(8,m,) (3.469)
Gy = (A +2u)(8,m, )" + (0,m,)’ (3.46h)
G34_/1(8m )(0,m,)+ 1(8,m, ) (8,m,) = (A+u)(2m, )(3,m,)  (3.460)

c=(A+2u)(8,m,)" +u(8,m,)’ (3.461)

dove ciascun termine varia a seconda del punto della lastra, ed & quindi funzione
solo delle coordinate intrinseche

G; =G; (u,v)
Il generico termine della matrice di rigidezza K;Z sara pertanto
dato da
K = I '[ v)J (u,v)dudv (3.47)

Questo integrale puo essere risolto in forma numerica mediante il
metodo della quadratura gaussiana, di gran lungo il piu diffuso negli
approcci agli elementi finiti, cul questa taratura si ispira.
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Il generico termine della matrice K* & stato pertanto calcolato

mediante la seguente relazione:

NN
K2 ZpZ;qZ;Wquh(“p’Vq)Gu (up,vq)J (up,vq) (3.48)
Il risultato dipende ovviamente dal numero N di punti usati per
I'integrazione numerica. Dal momento che le componenti della funzione
integranda non sono espressioni polinomiali, la quadratura gaussiana
introduce comunque un’approssimazione, che in linea di principio
migliora al crescere di N. Peraltro, 'utilizzo di un numero troppo elevato
di punti non solo aumenta l'onere computazionale ma produce anche
elementi eccessivamente rigidi, soprattutto se la distorsione geometrica
¢ notevole (Corradi Dell’Acqua).

Il numero massimo di punti di fatto impiegato € quello che consente
di integrare esattamente l'elemento genitore. Si parla in tal caso di
integrazione completa, anche se per elementi distorti il risultato € comunque
approssimato. Ad esempio, per elementi a 4 o ad 8 nodi, un’integrazione
completa richiede di operare, rispettivamente, su reticoli 2x2 e 3x3. In
alcuni casi puo peraltro rivelarsi preferibile ricorrere a integrazioni ridotte,
basate su di un minor numero di punti, che compensano I'eccesso di rigidezza
insito in geometrie distorte.
Nel caso di studio, in cui 'elemento genitore € a 4 nodi, si € adottata
un’integrazione completa, pertanto il numero di Gauss € stato scelto
pari a 2.

2.4.1.2. Determinazione della rigidezza elastica equivalente
del NLink diagonale appartenente al piano
dell’elemento

Una volta calcolata la matrice K_22 s1 puo facilmente risalire alle

forze nodali che agiscono sui vertici dell’elemento mediante la relazione
(3.44), dove
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[ I sing,sing, | o
a sina, P
G- b | _ _I45in.054(305052 P P2
- |c Sina, — poé
d —|4Sil'1061 Poi
| -, cose

E’ a questo punto opportuno osservare che ’equivalenza del modello
continuo con quello discreto puo essere imposta con due criteri che
comportano comunque lo stesso risultato: uno basato sull’'uguaglianza
degli spostamenti indotti nei due modelli, ed uno basato
sull’'uguaglianza delle energie di deformazione accumulate nei due casi.

AR

Figura 3.30 — Sistema isostatico equivalente

Il primo approccio ¢ basato sull'uguaglianza del lavoro virtuale
esterno che il modello continuo e quello discreto comportano per lo
stesso campo di spostamenti virtuali. Una volta applicate le forze nodali
al quadrilatero articolato (fig. 3.30), col principio dei lavori virtuali si
ricava infatti la reazione X che il link esercita per ogni campo di
spostamenti ottenuto per una variazione virtuale dell’ampiezza Aa
dell’angolo nel vertice 1.

La differenza tra 1 lavori virtuali esterni, calcolate nei due casi,
deve essere nulla
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~ LI, sina, — —
LvezAau_T-af—x%Aazo VA =
2

x bl siney —u’. P? = AaUT K20 (3.49)

2
La forza X puo essere vista come quella dovuta all’allungamento
della link (fig. 3.31). Infatti si ha:

k'll“zﬂmz X (3.50)
2

Sostituendo la (3.49) nella (3.50) si puo infine ricavare la
rigidezza della link diagonale

. 2
= k(lil“zﬂj Aa =AaUTK®U =
2

(3.51)

2
k| % | gTkEg
LI, sing,

X

3

Figura 3.31 — Link diagonale soggetta allo sforzo assiale X

Assegnato un campo di spostamenti determinato da un Aa, €
possibile ricavare le energie di deformazione accumulate nel sistema
discreto ed in quello continuo. Nella lastra piana lenergia di
deformazione é data da:

E,. =%U_T@Aaz (3.52)
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dove tuttavia si osserva, come nel criterio precedente, che non tutti i
termini del vettore degli spostamenti nodali sono diversi da zero.
Partizionando opportunamente si ottiene infine_

E,, :%@K_”QAaZ (3.53)

Nel sistema discreto l'energia di deformazione sara, piu
semplicemente, data da:

2

1 1 d

Ey =—kA2=2K| —2—| Ad? (3.54)
2 2 (Ll,sing,

dove l'espressione dell’allungamento della seconda diagonale & data

dalla seconda delle relazioni cinematiche (7.19). Si uguagliano quindi le

energie di deformazione accumulate nei due casi:

Eq = E (3.55)

Esplicitando, e ricavando la rigidezza del link diagonale, si riottiene
infine 'espressione (3.51).

2.4.2. La calibrazione del NLink diagonale appartenente al
piano dell’elemento nella fase non lineare

Per quanto concerne il comportamento non lineare, si fara
riferimento ad un legame elastico perfettamente plastico a deformazione
limitata sia a trazione che a compressione.

I limiti di resistenza elastica della molla diagonale sono determinati
individuando 1l livello di distorsione in corrispondenza del quale il primo
punto interno alla lastra raggiunge una tensione principale di trazione
pari alla resistenza a trazione del materiale.

Lo stato tensionale, in ciascun punto e per ciascun passo
dell’analisi, ¢ determinato sovrapponendo allo stato tensionale indotto
dallo stato deformativo nel piano della lastra (controllato dalla
variazione d’angolo al primo vertice) lo stato di tensione flesso-
membranale valutabile dagli sforzi nelle molle ortogonali d’interfaccia
quali sforzi rappresentativi nelle fibre corrispondenti. Attraverso tale
procedura, coerente con la modellazione adottata, si considera leffetto
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dell’azione di confinamento nella valutazione della condizione di prima
fessurazione dell’elemento.

2.4.2.1. Deteminazione dello stato tensionale indotto nella
lastra dalla deformazione associata alla distorsione
angolare Aa

Lo stato tensionale indotto all’interno dell’elemento corrispondente
all’attivazione della distorsione angolare Ao si ricava considerando le
espressioni riportate precedentemente. Allo scopo di valutare il punto in
cui si ha il raggiungimento della tensione limite di trazione si puo
valutare lo stato tensionale in corrispondenza di una griglia regolare di
punti (griglia di riferimento) e sugli stessi determinare lo stato
tensionale corrispondente alle azioni membranali.

2.4.2.2. Deteminazione dello stato tensionale indotto
nell’elemento dalle azioni flesso-membranali

Noti gli sforzi nei link ortogonali d’interfaccia per ogni fibra
corrispondente ¢ possibile individuare lo stato tensionale monoassiale in
corrispondenza di giaciture orientate secondo gli assi delle fibre in
funzione di una coordinata locale rispetto al suo asse. In particolare per

la generica fibra si ha
=
o(6) =57
)= (<)

Con riferimento alla griglia di riferimento si possono determinare gli
stati tensionali, assunti indipendenti, corrispondenti alle giaciture delle
fibre orientate secondo le due direzioni che collegano le interfacce
opposte e determinare lo stato tensionale complessivo sommando 1 due
stati tensionali monoassiali derivanti dagli sforzi nelle fibre ¢ lo stato
tensionale piano corrispondente associato alla deformazione di
distorsione angolare del quadrilatero. Una volta noto lo stato tensionale
complessivo si ricavano banalmente le tensioni principali in modo da
monitorare nel passo il raggiungimento della tensione limite di trazione
e la corrispondente giacitura. La condizione di incipiente fessurazione si
assume come il limite del comportamento elastico del link diagonale.
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3. Calcolo delle forze nodali equivalenti

Il calcolo delle forze nodali equivalenti richiede un approccio generale per poter
considerare la vasta gamma di azioni che possono agire sul nostro elemento.
Le azioni considerate si dividono in due classi principali:

- Forze di massa

- Forze esterne

Un’ulteriore classificazione pud essere registrata in base alla
tipologia del carico. Distinguiamo infatti tra carichi concentrati, carichi
distribuiti lungo una linea e carichi distribuiti di area.

L’approccio seguito ¢ analogo a quello del metodo degli elementi
finiti, in cui si calcola il lavoro che 1 carichi applicati compiono per degli
spostamenti nodali virtuali. unica ipotesi imposta & che il campo di
spostamento non dipenda dalla terza coordinata locale dell’elemento,
ossia non vari lungo lo spessore dello stesso. Si ha allora:

L. =HSF_T(X, y)S(x, y)dA (3.56)

Occorre quindi conoscere il campo di spostamenti ottenuto a partire
da degli spostamenti virtuali. Si sfruttano le relazioni che forniscono lo
spostamento nelle tre direzioni principali dei vertici dell’elemento a
seguito degli spostamenti dei gradi di liberta scelti. Queste relazioni
possono essere scritte in forma matriciale:

U
Vv
ul |t 00 0 (2,-25) —(Y,-Ys) O||W
V, [=|0 1 0 —(Z,-Z) 0 (X,=Xg) 0@,
Wl 1o 01 (%,-Y) —(X-Xs) 0 0|®
®,
_AA&_
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G
v
u] [too o (Z,-22) -(Y,-Ys) O]l W
V, [=]0 1 0 —(Z,-Z,) 0 (X,-Xg) 0|l @y,
Wol 100 1 (Y,-Ys) =(X,—X¢) 0 of®
cI)Z
_l\&_
R
100 0 Z,-7, Y,-Y, —M% (Ging i +cosa,jy ) v
u, Sln-a3 W
V, [=]0102Zc-2, 0 X,-Xg —=M% (Gingi +cosayj, ) || Dy
W, S-Ina3 o~
001Y,~Y, Xo-X, 0 —4SM% gin0i 1 cosayij,) 51
i sin a, 1| 7z
_Aa_
19}
v
u,] (100 0 Z,-Z, Yo-Y, -1, (sinaiy —cosa, jy ) || W
V, |=|10102,-2, 0 X,—Xgs —l,(sinai, —cose,j, ) || Dy
W, 001Y,-Y; Xg—X, 0 —I,(sinai, —cosa,j, ) D,
o,
Aa

Si individuano quindi quattro relazioni matriciali, che possono

essere riassunte in quattro relazioni

del tipo
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i =A-U coni=1,2,3,4

dove si € indicato con — il vettore degli spostamenti dell’i-esimo

vertice del quadrilatero, con Y il vettore degli spostamenti nodali

virtuali e con ﬁ la matrice che mette in relazione 1 due vettori, per I'i-
esimo vertice del quadrilatero.

Si introduce un sistema di riferimento intrinseco che consentira di
ottenere le forze nodali per integrazione numerica. A partire dagli
spostamenti nodali possiamo allora ricavare quelli del generico punto
dell’elemento. Si ha infatti:

U (u,v) .U

V(uv) =1V, mi(u,v):gﬁgmi(u,v):{gﬁmi(u,v)}-g (3.57)

i=1

W (u,v) W,
dove le m, (u,v) sono le funzioni di forma (2.1), gia piu volte gia
impiegate. La matrice in parentesi quadra ha dimensioni 3x7 e puo
essere indicata con A . Si ottiene pertanto:
U (u,v)
S(u,v): V(u,v) =A-U (3.58)
W (u,v)

Riprendendo 'espressione del lavoro esterno si deve solo operare un
cambio di variabili, da cartesiane ad intrinseche, e poi risolvere
numericamente I'integrale che si ottiene.

L= [ EL(x.y)3(x.y)dA= [ [ ET (uv)$ (u,v)3 (u,v)dudv = (3.59)

=L, :J‘fljle_T(u,v)A(u,v)J (u,v)dudv-U v U

L’espressione delle forze nodali equivalenti ai carichi applicati
E(u,v) e data dall'integrale appena ottenuto, cioe da:
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P’ = flle_T(u,v)A(u,v) J (u,v)dudv =
11 (3.60)
=P= LLA_T(U,V)E(U,V) J (u,v)dudv

Questa espressione generale va pero adattata nei particolari casi
che possono presentarsi a seconda della tipologia del carico (concentrato,
distribuito di area, distribuito di linea). Consideriamo prima il caso piu
semplice di carico concentrato. Si supponga di avere un numero finito n
di forze agenti in altrettanti punti dell’elemento considerato. Si ha:

B

i=12,3,...,n (3.61)

S
Il
B

X\

j
Gli spostamenti nei punti di applicazione delle forze, espressi in
coordinate intrinseche, saranno dati da:

5=V, =A(u;.v;)-0 (3.62)

Il contributo delle forze concentrate al lavoro virtuale esterno sara
pertanto dato da:

Lve:.zli'gz[ii'ﬁ(“ﬂj)]g v U (3.63)
]= j=

Pertanto si ricava infine il vettore delle forze nodali P!, equivalenti

>

ai carichi concentrati sull’elemento:

P_FTCZZH:(JJ'T 'A(“i"’j)

1= (3.64)
Pit complesso ¢ il caso dei carichi distribuiti lungo una linea I

(Figura 3.35). Si supponga di disporre delle espressioni parametriche
della linea nel sistema di riferimento locale cartesiano della lastra:
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x=x(t)
Fﬁ{y:y(t) teft,t]

L’espressione parametrica delle tre componenti del carico sara del
tipo:

(t) (3.65)

X

Figura 3.35 — Carico distribuito lungo la linea I'

mentre 'espressione del lavoro compiuto da questo carico per degli
spostamenti nodali virtuali sara dato da

L. =] #(s)-S(s)ds (3.66)

dove s é l'ascissa curvilinea. Per consentire l'integrazione numerica
di quest’integrale occorre pero effettuare un cambio di variabili per
riportarci nel dominio di integrazione [—1, 1] .

Pur essendo questo metodo valido per una linea I' di forma
qualsiasi si suppone, per semplicita, di avere carichi distribuiti lungo
una linea retta tra gli estremi di coordinate (XO, yo) e (Xl, yl) . In questo

caso, infatti, il cambio di variabili risulta molto agevole. Basta infatti
fare la posizione
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1-t 1+t

X(t) =X —+X%—
2 2 te[-11] (3.67)

©2 2

Effettuando il cambio di variabili si ottiene:

dx=2"Zodt; dy=A"Yogt
2 2

ds = (dx)2 +(dy)2
da cui

ds= (%) + -yt =S et 369

dove L & la distanza tra i due estremi della linea I .
11 lavoro compiuto dal carico per un campo di spostamenti virtuali

sara pertanto da:
L=["#0)-8)=d==[ #()-Alu)vD)]dd 369
S S 2710 T ' -

Ancora una volta € necessario effettuare un cambio di sistema di

L

riferimento da cartesiano ad intrinseco (fig. 3.36). Le espressioni di U (t)

e V(t) saranno stavolta:

u(t):uol;t+ull%t
1-t 1+t
t)=v,— —
v(t)=v, S Th

te[-11] (3.70)

dove (uo,vo) e (ul,vl) saranno i punti, nel sistema di riferimento
intrinseco, corrispondenti alla coppia di punti (XO,yO) e (Xl,yl) del

sistema di riferimento locale cartesiano.
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-1,1 1,1

TAYA
y X.,Y:

Us, Vo

Xa,Yo

X -1,-1 1-1

Figura 3.36 — Sistema di riferimento cartesiano del quadrilatero e sistema di
riferimento intrinseco

L’espressione del vettore delle forze nodali F’CTL equivalenti al carico

distribuito di linea sara infine dato da:
L e
T T
i=Ej_19_(t)-ﬁ\[u(t),v(t)]dt (3.71)
Resta da ricavare il vettore delle forze nodali equivalenti ai carichi

distribuiti di area. Noto i1l vettore dei carichi applicati E(X, y) n

coordinate cartesiane, occorre ricavare l'equivalente in coordinate
intrinseche. Indicando con P(X, y) I'intensita del carico e con d (X, y) il

versore che ne indica, punto per punto, la direzione si possono ricavare,
per il generico punto, le tre componenti del carico dalle espressioni:

Fe(xy)=P(xy)d(xy)-L
F(xy)=P(xy)d(xy)-J (3.72)
F,(xy)=P(xy)d(xy)-K
Pur avendo questo approccio validita generale, per le nostre analisi
imporremo che 1 carichi distribuiti agiscano su tutta la superficie

dell’elemento e che, note I'intensita e la direzione del carico ai quattro
vertici dell’elemento, il carico in un generico punto dell’elemento venga
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ottenuto mediante interpolazione secondo le funzioni di forma m, (u,v).

Si ha allora:

E(u,v)=P(u,v)d(u,v) (3.73)

dove le espressioni a secondo membro sono a loro volta ottenute
dalle

4

P(uv)=3 R, (uy)

iZilﬁmi(u,v)

essendo P e d. lintensita del carico e il versore che ne indica la

(3.74)
d(uv)

direzione nel generico vertice dell’elemento.
L’espressione del lavoro esterno per carichi distribuiti diventa
quindi

L, =jlljllgﬁmi (u,v){gﬁmi(u,v)}A(u,v)J(u,v)dudv-Q vU (3.75)

Il vettore dei carichi nodali PJ, equivalenti al carico di area

distribuito sull’elemento sara infine dato da
4 4
Pl = J-llrlz Pm (uv){z d;m, (u,v)}A(u,v)J (u,v)dudv  (3.76)
A i1~

Un particolare caso di un carico di area, che merita di essere
trattato a parte, & il calcolo delle forze nodali equivalenti al peso
proprio. L’espressione delle forze nodali appena ottenuta va adattata al
caso specifico in cui la direzione di carico € costante e 'ampiezza del
carico in clascun punto, nellipotesi di materiale omogeneo, ¢&
proporzionale all’landamento dello spessore. Si ha infatti

E(u,v)=ps(uv)g (3.77)

Il vettore accelerazione di gravita g ha direzione verticale mentre

1l suo modulo sara

‘g‘=9.81 m/s?
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I1 vettore delle forze nodali sara infine ottenuto dal contributo di
ciascuna delle quattro tipologie di carico appena descritte e sara, in
conclusione, dato da:

P’ = prlrlgiﬁx(u,v)s(u,v) J (u,v)dudv+

4

+le§ Am, (U’V){Zdimi (U,V)}_A(UN)J (uv)dudv+ (379

+%j11£(t)-£\[u(t),v(t)] dt+§£~A(uj Vi)

dove 1 singoli contributi sono rispettivamente dati da forze di
massa, carichi distribuiti su superfici, carichi disposti su linee, carichi
concentrati.
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Capitolo 4
APPLICAZIONI

Il macro-elemento descritto nei precedenti capitoli € stato inserito in un
software dedicato alla modellazione per macro-elementi denominato
3DMacro. Tale piattaforma di sviluppo ha avuto origine a partire dalla
versione piana del macro-elemento, concepita per la simulazione della
risposta non-lineare delle murature soggette ad azioni nel proprio piano
(Calio et al., 2004), e successivamente arricchita con I'inserimento del
macro-elemento spaziale concepito per lo studio della risposta nel piano
e fuori piano degli edifici in muratura (Panto, 2007 e Calio et al., 2008).

Le applicazioni contenute nel presente capitolo rappresentano le
prime significative modellazioni effettuate con il nuovo elemento pensa-
to per strutture murarie a geometria curva.

Allo scopo di procedere ad una validazione dell’approccio di model-
lazione proposto sono stati effettuati alcuni confronti sia in campo ela-
stico che inelastico.

In particolare il capitolo € stato suddiviso in tre sezioni.

Nella prima parte verranno presentati alcuni casi significativi di
volte a semplice e doppia curvatura in campo elastico. I confronti sono
stati effettuati con risultati noti in letteratura, per i quali esistono solu-
zioni in forma chiusa, e con soluzioni numeriche ottenute attraverso una
modellazione agli elementi finiti lineari piani mediante il noto software
SAP2000 ver. 14, disponibile in commercio e correntemente usato sia in
ambiente accademico che nel piu incisivo ambito professionale.

Nella seconda sezione sono stati considerati alcuni esempi di volte
semplici e composte, studiate anche in campo non lineare, per le quali
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sono disponibili risultati ottenuti da prove sperimentali, da applicazioni
col metodo agli elementi finiti non lineari e con procedure numeriche di
analisi limite.

Nella terza sezione, infine, verra presentato un caso di studio pu-
ramente immaginario le cuil peculiarita possono tuttavia considerarsi
rappresentative di un’ampia varieta di edifici a carattere storico e mo-
numentale. Tale applicazione serve a fornire una prima valutazione cir-
ca la possibilita di applicare 'approccio di modellazione proposto per la
stima della vulnerabilita sismica di edifici storici a carattere monumen-
tale.

1. Validazione della modellazione proposta in regime elastico
lineare

L’approccio di modellazione per macro-elementi presentato nella tesi si
propone 'ambizioso obiettivo di rappresentare un alternativa agli ele-
menti finiti nonlineari per la simulazione della risposta alle azioni si-
smiche degli edifici storici a carattere monumentale. Prima di verificare
lefficacia del modello proposto in ambito nonlineare si ritiene necessa-
rio effettuare dei confronti con soluzioni esatte ed altre metodi di model-
lazione nel pit semplice ambito elastico lineare. A tal proposito, con ri-
ferimento ad alcuni casi fondamentali, di cui si conoscono soluzioni in
forma chiusa, verranno effettuati dei confronti tra il metodo proposto e
1l metodo degli elementi finiti.

I casi di studio presi in considerazione sono relativi ad elementi struttu-
rali a semplice e doppia curvatura. Tali semplici casi di studio risultano
significativi per valutare l'efficacia del modello proposto sia per gl a-
spetti cinematici che per quelli meccanici.

Sono stati indagati il regime tensionale e il campo di spostamenti
indotti dal peso proprio di schemi a volta in diverse configurazioni geo-
metriche. I risultati del modello proposto sono stati confrontati con quel-
Ii ottenuti col metodo degli elementi finiti, e, limitatamente al campo
tensionale, con delle soluzioni in forma chiusa disponibili in letteratura
relativamente ad un regime membranale (Pfluger, 1966).
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In alcuni casi e stata inoltre valutata la sensibilita del modello pro-
posto alla mesh.
Gli esempi di volte presi in considerazione sono:
— cupola sferica;
— volta cilindrica a direttrice circolare;
— wvolta cilindrica a direttrice parabolica;
— wvolta cilindrica a direttrice circolare e spessore variabile.

1.1. Cupola sferica
Geometria e caratteristiche dei materiali
La cupola sferica € una calotta di apertura z/2 e raggio r. Rispetto

ad un sistema di riferimento cartesiano con origine nel centro della se-
misfera, le coordinate della superficie media della cupola, con riferimen-
to alla figura 4.1, valgono:

X =rsingsin g
y =rsinpcos 4
Z=rcosyY

Figura 4.1. Schema geometrico di una cupola sferica
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L’esempio preso in considerazione ¢ caratterizzato dai seguenti dati
geometrici:

r=750cm
t=20cm

Caratteristiche dei materiali

E =3350 kN/cm?
v=0.2
y=25e-6 KN/cm3

Confronto analitico e numerico

Sono stati predisposti modelli numerici con due diversi approcei: il
primo € quello per macro-elementi proposto nel presente lavoro e im-
plementato nel software 3DMacro, 'altro & quello mediante elementi fi-
niti piani (SHELL di SAP2000). I modelli sono considerati incastrati al-
la base e supposti soggetti al solo peso proprio, Figura 4.2.

Sono inoltre state considerate due differenti mesh: la prima, piu ra-
da, che prevede una suddivisione della calotta sferica in 320 elementi,
10 lungo ciascun meridiano per 32 fusi (1 modelli che fanno uso di que-
sta mesh verranno indicati come ‘modelli 32x10°); la seconda, piu fitta,
prevede 20 elementi per ciascuno dei 64 fusi, per un totale di 1280 ele-
menti (tali modelli verranno indicati come ‘modelli 64x20’).

(a) (b)

Figura 4.2. Modellazioni numeriche, configurazioni deformate dei modelli
32x10: (a) SAP2000, (b) 3DMacro



Capitolo 4 — Applicazioni 233

I risultati ottenuti dai modelli numerici sono stati confrontati tra di
loro, e limitatamente al confronto in termini di sforzi, con una soluzione
analitica, valutata con riferimento ad un regime di azioni esclusivamen-
te membranale. L’approssimazione commessa nell’utilizzare tale solu-
zione appare trascurabile per la geometria e le condizioni di carico con-
siderate (t<r).

Di seguito si riporta il confronto tra i due approcci numerici in ter-
mini di spostamenti verticale e orizzontale al variare del complementare
¢ dell’angolo azimutale.

Dall’'osservazione della figura si evince come la modellazione propo-
sta, in regime elastico lineare, riesca a cogliere la risposta in termini di
spostamenti con un’accuratezza paragonabile a quella ottenuta con il
metodo degli elementi finiti. Con riferimento alla mesh piu rada la solu-
zione ottenuta con il macro-elemento sovrastima gli spostamenti verti-
cali in corrispondenza dei punti posti a ridosso della chiave della volta.

90 I
J
80 7
70 Y
4
60
v/
.50
0_
40
30 " e SAP 32x10 I
20 3DMacro32x10 |
e SAP 64%20
10 4 .
= = = 3DMacro 64x20
0 T T
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016
V; [em]

Figura 4.3. Spostamenti verticali
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Figura 4.4. Spostamenti orizzontali

Tabella 1. Spostamenti in una cupola sferica soggetta a peso proprio (in cm)

¢[O] Uz Uh
SAP SAP 3DMacro 3DMacro SAP SAP 3DMacro 3DMacro
32x10 64x20 32x10 64x20 32x10 64x20 32x10 64x20

0 0 0 0 0 0 0 0 0
9 0.0004 | 0.0004 0.00024 0.00046 0.0023 0.0022 0.00175 0.00200
18 0.0009 | 0.0010 0.00078 0.00108 0.0028 0.0026 0.00185 0.00190
27 0.0020 | 0.0020 0.00160 0.00200 0.0016 0.0015 0.00100 0.00095
36 0.0032 | 0.0031 0.00260 0.00300 0.0005 0.0006 0.00033 0.00038
45 0.0042 | 0.0041 0.00360 0.00395 0.000052 0.000027 0.00032 0.00038
54 0.0051 | 0.0051 0.00450 0.00484 0.0004 0.0004 0.00056 0.00065
63 0.0058 | 0.0059 0.00520 0.00560 0.0005 0.0005 0.00058 0.00071
72 0.0065 | 0.0065 0.00590 0.00620 0.0004 0.0004 0.00071 0.00059
81 0.0070 | 0.0069 0.00840 0.00669 0.0003 0.0003 0.00088 0.00036
90 0.0074 | 0.0071 0.0140 0.00720 0 0 0 0
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La figura 4.4 riporta andamento degli spostamenti orizzontali al
variare del complementare ¢ dell’angolo azimutale. Nell’esempio consi-
derato la soluzione in termini di spostamento ottenuta con l'approccio
proposto sembra risultare piu sensibile alla risoluzione della mesh ri-
spetto ad una modellazione agli elementi finiti.

Per la valutazione delle tensioni normali, 1 modelli numerici sono
stati messi a confronto con la teoria classica dei gusci in regime mem-
branale. In particolare sono state valutate le tensioni normali agenti
lungo 1 paralleli e quelle lungo 1 meridiani secondo I'approccio proposto
da Beyer (1956). L’espressione degli sforzi normali lungo 1 meridiani as-
sume la seguente forma (Figura 4.1):

Ng _ V- r -t

1+sing

mentre quella relativa agli sforzi lungo 1 paralleli &

Nwzy-ri[z:éﬁg—ﬂnwj

Le tensioni normali corrispondenti a questi sforzi possono essere fa-
cilmente ottenute dividendoli per lo spessore.

In figura 4.5 le tensioni normali lungo 1 meridiani ottenute secondo
1 diversi approccl considerati sono riportati a confronto. E’ interessante
notare come la soluzione ottenuta con l'approccio proposto con riferi-
mento alla mesh piu fitta restituisce risultati piu accurati rispetto al
metodo degli elementi finiti.
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Figura 4.5. Tensioni normali lungo 1 meridiani

Tabella 2. Tensioni agenti lungo i meridiani in una cupola sferica soggetta a

peso proprio (in kN/cm?)

ol°] %
Soluzione SAP A [%] SAP A [%] | 3DMacro A 3DMacro A
analitica 32x10 64x20 32x10 [%] 64x20 [%]
0 0.0187 0.0185 1.33 0.0185 1.33 0.0186 0.46 0.0187 0.05
9 0.0162 0.0163 0.53 0.0159 1.93 0.0161 0.55 0.0162 0.02
18 0.0143 0.0129 9.93 0.0136 5.05 0.0142 0.83 0.0142 0.35
27 0.0129 0.0140 8.56 0.0134 3.91 0.0128 0.66 0.0128 0.21
36 0.0118 0.0110 6.84 0.0122 3.31 0.0117 0.64 0.0117 0.11
45 0.0109 0.0116 5.61 0.0113 2.88 0.0108 0.82 0.0109 0.14
54 0.0103 0.0099 4.48 0.0106 2.26 0.0102 0.87 0.0103 0.19
63 0.0099 0.0103 3.87 0.0101 1.86 0.0100 0.99 0.0098 0.17
72 0.0096 0.0097 0.93 0.0097 0.93 0.0102 6.68 0.0096 0.02
81 0.0094 0.0099 4.94 0.0096 1.76 0.0049 47.26 0.0092 1.67
90 0.0094 0.0102 8.80 0.0096 2.40
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Figura 4.6. Tensioni normali circonferenziali

La figura 4.6 riporta i confronti in termini di tensioni normali lungo 1 paralleli.

Si1 osserva un buon accordo tra modellazione in 3DMacro e metodo degli ele-

menti finiti, le differenze con la soluzione esatta in corrispondenza dei punti

vicino alle imposte della volta sono probabilmente dovute al fatto che la solu-

zione esatta si riferisce ad un regime puramente membrana e pertanto nella

soluzione esatta la volta non trasferisce né taglio né momento.
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Tabella 3. Tensioni agenti lungo 1 paralleli in una cupola sferica soggetta a pe-
so proprio (in kN/cm2)

o[°] =
Soluzione SAP A SAP A 3DMacro A 3DMacro A
analitica 32x10 [%] 64x20 [%] 32x10 [%] 64x20 [%]
0 0.0187 -0.0037 119.73 0.0146 22.13 0.0056 69.95 0.0013 92.60
9 0.0132 0.0069 48.04 0.0067 49.55 0.0077 41.63 0.0090 31.95
18 0.0085 0.0104 21.93 0.0093 9.03 0.0086 1.93 0.0090 5.70
27 0.0043 0.0051 16.35 0.005 14.07 0.0048 10.62 0.0047 9.11
36 0.0007 0.0008 1.53 0.0007 11.16 0.0008 11.02 0.0008 5.22
45 -0.0022 -0.0026 14.30 -0.0024 5.51 -0.0022 2.68 -0.0022 0.74
54 -0.0048 -0.0047 2.17 -0.0048 0.09 -0.0043 9.23 -0.0047 0.22
63 -0.0067 -0.0067 1.34 -0.0068 0.13 -0.0058 13.39 -0.0067 0.73
72 -0.0082 -0.0079 3.92 -0.0082 0.27 -0.0125 52.58 -0.0081 0.54
81 -0.0090 -0.0091 0.15 -0.0091 0.15 -0.0091 0.92 -0.0097 7.75
90 -0.0093 -0.0097 3.47 -0.0095 1.33 - - -0.0075 19.90

1.2. Volta a botte

Geometria e caratteristiche dei materiali

La volta a botte € una superficie cilindrica con curva generatrice
semi-circolare di raggio r e lunghezza L. Rispetto ad un sistema di rife-
rimento cartesiano con origine nel centro della prima curva generatrice
e asse y coincidente con la retta direttrice s, le coordinate della superfi-
cie media della volta a botte, con riferimento alla figura seguente, val-
gono:

X=rsing

y=Ss

Z=rcosg
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Figura 4.7. Schema geometrico di una volta a botte

L’esempio considerato é relativo ai seguenti dati geometrici:

r=750cm
L=1000cm
t=20cm

Caratteristiche dei materiali

E =3350 kN/cm?
v=0.2
y=25e-6 KN/cm3

Confronto analitico e numerico

Sono stati predisposti modelli numerici con due diversi approcei: il
primo € quello per macro-elementi proposto nel presente lavoro e im-
plementato nel software 3DMacro, I’'altro ¢ quello mediante elementi fi-
niti piani (SHELL di SAP2000). I modelli sono considerati incastrati al-
la base e supposti soggetti al solo peso proprio, Figura 4.8.

Sono inoltre state considerate due differenti mesh: la prima, piu ra-
da, che prevede una suddivisione della volta a botte in 320 elementi, con
20 suddivisioni lungo la retta direttrice e 16 per ciascuna di queste sud-
divisioni (i modelli che fanno uso di questa mesh verranno indicati come
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‘modelli 16x20’); la seconda, piu fitta, prevede 32 elementi per ciascuna
delle 40 suddivisioni lungo la retta direttrice, per un totale di 1280 ele-
menti (tali modelli verranno indicati come ‘modelli 32x40’).

(a) (b)

Figura 4.8. Modellazioni numeriche, configurazioni deformate dei modelli
16x20: (a) SAP2000, (b) 3DMacro

I risultati ottenuti dai modelli numerici verranno confrontati tra di
loro, e limitatamente al confronto in termini di sforzi, con una soluzione
analitica.

Di seguito si riporta il confronto tra i due approcci numerici in ter-

mini di spostamenti verticale e orizzontale al variare del complementare
¢ dell’angolo azimutale.
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Figura 4.9. Spostamenti verticali
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Figura 4.10. Spostamenti orizzontali
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2

Tabella 4. Spostamenti in una volta a botte soggetta a peso proprio (in cm)

vz Uh
o] SAP SAP | 3DMacro | 3DMacro SAP SAP 3DMacro | 3DMacro
16x20 | 32x40 16x20 32x40 16x20 32x40 16x20 32x40
0 0 0 0 0 0 0 0 0
11.25 ] 0.0081 | 0.0081 0.0063 0.0063 0.0941 0.0931 0.0708 0.0743
22.5 ] 0.0469 | 0.0469 0.0350 0.0418 0.2259 0.2283 0.218 0.222
33.75 ] 0.0707 | 0.0707 0.0680 0.0734 0.2726 0.2766 0.315 0.298
45 0.0289 | 0.0289 0.0510 0.0448 0.2231 0.2262 0.303 0.266
56.25 | 0.0888 [ 0.0889 0.0499 0.0664 0.1274 0.1285 0.21 0.169
67.5 ] 0.2458 | 0.2460 0.2150 0.2320 0.0443 0.0443 0.102 0.071
78.75 1 0.3787 | 0.3790 0.3870 0.3880 0.0046 0.0046 0.0287 0.0142
90 0.4306 | 0.4309 0.4690 0 0 0 0

La soluzione in termini di spostamenti sia verticali che orizzontali
mostra come 1 risultati ottenuti con la macro-modellazione proposta so-
no paragonabili a quelli ottenuti con il metodo degli elementi finiti.

Per la valutazione delle tensioni normali, 1 modelli numerici sono
stati messi a confronto con la teoria classica degli archi.

Con riferimento alla figura sottostante si considerino le seguenti as-
sunzioni:

— H éla spinta in chiave;
- W((o) ¢ 1l peso risultante della parte di volta compresa tra
un taglio in corrispondenza di un angolo ¢ e la sezione di

chiave;

- R(g) é lintensita della forza scambiata nella sezione in cor-
rispondenza di un angolo ¢;

- R,(¢) e R,(¢) sono le componenti della forza R(¢) rispetti-

vamente nella direzione orizzontale e verticale;
— B indica l'inclinazione della forza R(¢) e vale

R (¢)

[ =arccos ——

R(p)
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L=2r = -

Figura 4.11. Schema geometrico e meccanico della volta a botte.

Dall’equilibrio alla rotazione attorno al punto A si ha:

W (0)-d

——

essendo d la distanza tra la base della volta e la retta di applicazione
della risultante del peso, che € data da:

1 %
dzmjo )/-t-r-xr((o)-d(p

La funzione X, ((o) indica l'ascissa di un generico punto della volta

H=

rispetto al punto A (Figura 4.11) e risulta pari a
X, (¢)=r-(1-cosg)
mentre W (¢) vale

W((D):]/-r-t-(%_¢)j:>W(o):7/.r.t.%

Sostituendo le quantita introdotte, e risolvendo I'integrale, la spinta
in chiave risulta pari a

T
! (2 j

L’equilibrio alla traslazione della parte di struttura soprastante un
taglio in corrispondenza dell’angolo ¢ assicura che:

{E:EZCVHW):’R<¢):W”*"J@‘J*@“”f
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Proiettando la forza R((p) nella direzione tangente alla curva gene-
ratrice si puo ottenere la sollecitazione N ((p) introdotta in figura 4.7,

che puo quindi essere espressa come segue

N(¢)=R(¢)-cos(ﬁ+¢_£J

2
N((/’)=7/-r.t.\/(%—1j2+(%—(ij .cos arccos\/(ﬂl[erEjﬁgDT +¢,_%
2 2

Analogamente al caso di cupola sferica, dividendo per lo spessore €
possibile ottenere le tensioni normali corrispondenti.

86
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Figura 4.12. Tensioni normali lungo 1 meridiani
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Tabella 5. Tensioni agenti lungo i meridiani in una volta a botte soggetta a pe-

so proprio (in kN/cm2)

9l°] -
Soluzione SAP A [%] SAP A [%] | 3DMacro A 3DMacro A
analitica 16x20 32x40 16x20 [%] 32x40 [%]
0 -0.0294 -0.0280 | 4.93 [ -0.0288 | 2.05 -0.0294 0.16 -0.0294 0.04
11.2 -0.0273 -0.0278 [ 1.69 | -0.0272 | 0.38 -0.0276 1.23 -0.0278 1.84
22.5 -0.0245 -0.0249 [ 1.82 | -0.0252 | 2.84 -0.0239 2.41 -0.0240 1.83
33.7 -0.0212 -0.0217 | 2.35 [ -0.0218 | 2.82 -0.0206 2.93 -0.0207 2.35
45 -0.0179 -0.0182 | 1.50 [ -0.0184 | 2.61 -0.0178 0.51 -0.0179 0.08
56.2 -0.0150 -0.0159 | 5.75 [ -0.0159 | 6.39 -0.0157 4.61 -0.0158 5.22
67.5 -0.0127 -0.0138 | 9.24 [ -0.0138 | 9.32 -0.0141 [ 11.51 | -0.0142 12.14
78.7 -0.0112 -0.0123 | 10.12 [ -0.0125 | 11.46 | -0.0132 | 17.95 | -0.0133 18.61
90 -0.0107 -0.0119 | 11.19 [ -0.0121 | 13.06 | -0.0129 | 20.66 | -0.0129 21.32

Si riportano infine, limitatamente ai modelli numerici, le tensioni
all’estradosso e all'intradosso della volta.

SAP 16x20int.

SAP 32x40int.
SAP 16x20 est.

SAP 32x40 est.

« = =3DMacro 16x20int.

= = =3DMacro 16x20 est.
= = =3DMacro32x40int.

----- 3DMacro 32x40 est.

-0.5000 -0.4000 -0.3000 -0.2000 -0.1000  0.0000

-I-p [kN/cm?]

0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000

Figura 4.13. Tensioni all'intradosso e all’estradosso della volta

I risultati in termini di tensioni riportati nelle figure 4.12 e 4.13
mostrano come anche in termini di tensioni la soluzione ottenuta con la
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macro-modellazione proposta fornisce risultati in ottimo accordo sia con
la soluzione analitica che con il metodo degli elementi finiti.

Tabella 6. Tensioni agenti all'intradosso e all’estradosso di una volta a botte
soggetta a peso proprio (in kN/cm?)

o[°] Tensioni all’intradosso Tensioni all’estradosso
SAP SAP 3DMacro | 3DMacro SAP SAP 3DMacro | 3DMacro
16x20 32x40 16x20 32x40 16x20 32x40 16x20 32x40

0 0.4115 0.4108 0.3496 0.3727 -0.4675 | -0.4685 -0.4084 -0.4315

11.25 | 0.0074 0.0067 -0.0041 0.0126 -0.0630 | -0.0612 -0.0513 -0.0683

22.5 | -0.1867 | -0.1916 -0.1720 -0.1611 0.1368 0.1412 0.1241 0.1129

33.75 | -0.2258 [ -0.2324 -0.2038 -0.1981 0.1823 0.1887 0.1626 0.1566

45 -0.1647 | -0.1731 -0.1480 -0.1467 0.1282 0.1362 0.1122 0.1108

56.25 | -0.0573 | -0.0663 -0.0500 -0.0523 0.0255 0.0343 0.0185 0.0207

67.5 0.0546 0.0450 0.0508 0.0458 -0.0824 | -0.0728 -0.0792 -0.0743

78.75 ] 0.1367 0.1263 0.1241 0.1175 -0.1614 | -0.1513 -0.1505 -0.1441

90 0.1657 0.1558 0.1507 0.1435 -0.1895 | -0.1800 -0.1765 -0.1695

1.3. Volta cilindrica parabolica

Geometria e caratteristiche dei materiali

La volta considerata € una superficie cilindrica con curva generatri-
ce parabolica di luce L e freccia f. Con riferimento alla figura 4.14
I'equazione della parabola e esprimibile nella seguente forma:

2
= f[l—%}

la derivata prima fornisce la tangente alla parabola

z'=—?_—£x2

1noltre risulta

z’——tan(z— j
5 @

dove ¢ e l'angolo che individua la normale alla superficie media della

volta. Pertanto s1 ottiene
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tan(z— j_ﬁx = X_Etan(z— )
2 )Tz gf 277

Rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano con origine posta
nell’asse di simmetria della prima curva generatrice all’altezza della ba-
se della parabola e asse y coincidente con la retta direttrice s, le coordi-
nate della superficie media della volta, con riferimento alla figura, val-
gono:

x—than r_
“af 2 7

Figura 4.14. Schema geometrico cilindrica a direttrice parabolica

Si considerano 1 seguenti dati geometrici:

L =2000cm
f=300cm
t=20cm
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Caratteristiche dei materiali

E =3350 kN/cm?
v=0.2
y=25e-6 KN/cm3

Confronto analitico e numerico

Anche in questo caso sono stati predisposti modelli numerici con
due diversi approcci: il primo e quello per macro-elementi proposto nel
presente lavoro e implementato nel software 3DMacro, I'altro & quello
mediante elementi finiti piani (SHELL di SAP2000). I modelli sono con-
siderati incastrati alla base e supposti soggetti al solo peso proprio. In
questo caso € stata considerata un’unica mesh di 300 elementi, con 10
suddivisioni lungo la retta direttrice e 30 elementi per ciascuna di que-
ste suddivisioni (Figura 4.15).

I risultati ottenuti dai modelli numerici verranno confrontati tra di
loro, e limitatamente al confronto in termini di sforzi, con una soluzione
analitica ottenuta da considerazioni di puro equilibrio.

(@) (b)

Figura 4.15. Modellazioni numeriche in configurazione deformata: (a)
SAP2000; (b) 3DMacro

Di seguito si riporta il confronto tra i due approcci numerici in ter-
mini di spostamenti verticale e orizzontale al variare dell’angolo ¢.
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Figura 4.16. Spostamenti verticali
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Figura 4.17. Spostamenti orizzontali

Dall’osservazione delle figure 4.16 e 4.17 che riportano il confronto
della soluzione in termini di spostamenti si osserva un ottimo accordo
tra la modellazione proposta ed il metodo degli elementi finiti.

Per la valutazione delle tensioni normali, 1 modelli numerici sono

stati messi a confronto con la teoria classica degli archi.



Capitolo 4 — Applicazioni 251

Tabella 7. Spostamenti in una volta a botte soggetta a peso proprio (in cm)

Uz Uh

ol SAP | 3DMacro | SAP | 3DMacro

59.04 0 0 0 0

61.10 | 0.0035 0.0022 0.0005 0.0004
63.16 | 0.0101 0.0079 0.0028 0.0021
65.23 | 0.0170 0.0152 0.0048 0.0044
67.29 | 0.0231 0.0220 0.0063 0.0063
69.36 | 0.0280 0.0275 0.0071 0.0075
71.42 ] 0.0313 0.0312 0.0071 0.0078
73.49 ] 0.0331 0.0335 0.0068 0.0076
75.55 | 0.0338 0.0343 0.0061 0.0069
77.61 | 0.0338 0.0342 0.0053 0.0060
79.68 | 0.0331 0.0333 0.0043 0.0050
81.74 | 0.0323 0.0321 0.0033 0.0039
83.81 | 0.0313 0.0308 0.0022 0.0029
85.87 1 0.0305 0.0296 0.0015 0.0020
87.94 1 0.0300 0.0282 0.0007 0.0011
90.00 | 0.0298 - 0 0

Con riferimento alla figura sottostante si considerino le seguenti as-

sunzioni:

H é la spinta in chiave;
2

8- f

denza del vertice;

r,= e 1l raggio di curvatura della parabola in corrispon-

r =

- 03 e il raggio di curvatura della parabola in un gene-
sin® o

rico punto individuato dall’angolo @ ;

W (p) ¢é il peso risultante della parte di volta compresa tra

un taglio in corrispondenza di un angolo ¢ e la sezione di

chiave;
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- R(gp) é lintensita della forza scambiata nella sezione in cor-
rispondenza dell’angolo ¢;
- R,(¢) e R,(¢) sono le componenti della forza R(¢) rispetti-

vamente nella direzione orizzontale e verticale;
— B indica l'inclinazione della forza R(gp) e vale

R, ()
= arccos
f e R )
Z A
H lW(cp)
t(p) X
R(¢) f
(0
/ g A <
L e E—

Figura 4.18. Schema geometrico di una volta cilindrica parabolica

Dall’equilibrio alla rotazione attorno alla base di mezza volta si ha:
W (g,)-d
f

essendo d la distanza tra la base della volta e la retta di applicazione
della risultante del peso, che € data da:

d :W(1¢o)j«?7't'r(¢’)'xf(¢)'d‘/’

H:

con
= Z —arctan ﬂ
Do 5 L

La funzione X (¢) indica I'ascissa di un generico punto della volta

rispetto al punto A (Figura 4.17) e risulta pari a
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IR PR G

(9)=7"% o sing ¢=7rh 2-sin’ g 2

Sostituendo le quantita introdotte, e risolvendo l'integrale, € possi-

bile ottenere la spinta in chiave H. L’equilibrio della parte di struttura
soprastante un taglio in corrispondenza dell’angolo ¢ assicura che:

R, ((D) =H 3 2, 2
{Rz (0)=w ()~ RO =" (W(o)]
In definitiva risulta

W(g,)-d d| cosp, _In{tan((ﬁ%ﬂ

£ f 2-sin’ g, 2

Proiettando la forza R((p) nella direzione tangente alla curva gene-
ratrice si puo ottenere la sollecitazione N (gp) introdotta in figura 4.14,

che puo quindi essere espressa come segue

N((,)):R((p).cos(ﬂw_gj

Analogamente ai casi precedenti, dividendo per lo spessore € possi-
bile ottenere le tensioni normali corrispondenti.
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Figura 4.18. Tensioni normali lungo 1 meridiani

Si osservi come nel caso considerato la soluzione in termini di ten-
sioni normali lungo 1 meridiani ottenuta con la modellazione proposta é
piu accurata della soluzione ottenuta con la modellazione adottata agli
elementi finiti.
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Tabella 8. Tensioni agenti lungo i meridiani in una volta a botte soggetta a pe-

so proprio (in kN/cm2)

Op

#l°l | Soluzione A [%] A [%]
SAP 3DMacro

analitica
59.04 | -0.05036 | -0.0475 5.68 -0.0501 0.53
61.10 | -0.04919 | -0.0473 3.75 -0.0489 0.55
63.16 | -0.04817 -0.0470 2.32 -0.0478 0.57
65.23 | -0.04726 -0.0467 1.19 -0.0469 0.59
67.29 | -0.04647 | -0.0462 0.48 -0.0461 0.61
69.36 | -0.04578 | -0.0457 | 0.19 -0.0455 0.63
71.42 | -0.04519 -0.0451 0.19 -0.0448 0.65
73.49 | -0.04467 -0.0445 0.27 -0.0443 0.66
75.55 | -0.04423 | -0.0440 [ 0.51 -0.0439 0.67
77.61 | -0.04386 [ -0.0436 [ 0.58 -0.0435 0.69
79.68 | -0.04355 -0.0432 0.80 -0.0432 0.70
81.74 -0.0433 -0.0429 0.93 -0.0430 0.70
83.81 | -0.04311 | -0.0427 | 0.96 -0.0428 0.71
85.87 | -0.04298 | -0.0425 1.00 -0.0426 0.71
87.94 -0.0429 -0.0424 1.05 -0.0425 0.72
90.00 | -0.04288 -0.0424 1.11 -0.0425 0.72

Si riportano infine, limitatamente ai modelli numerici, le tensioni
all’estradosso e all'intradosso della volta. Si osserva un ottimo accordo
tra le soluzioni ottenute secondo 1 due diversi approcci.
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Figura 4.19. Tensioni all'intradosso e all’estradosso della volta

parabolica soggetta a peso proprio (in kN/cm?)

(] Tensioni all’intradosso Tensioni all’estradosso
i SAP 3DMacro SAP 3DMacro
59.04 | -0.0821 -0.07887 -0.014 -0.02121
61.10 | -0.062 -0.06166 -0.0325 -0.03613
63.16 | -0.0499 -0.05008 -0.0444 -0.04569
65.23 | -0.0425 -0.04272 -0.0511 -0.05127
67.29 | -0.0381 -0.03846 -0.0541 -0.05395

Tabella 9. Tensioni agenti all'intradosso e all’estradosso di una volta cilindrica
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69.36 | -0.0365 -0.03646 -0.0553 -0.05457
71.42 | -0.0355 -0.03605 -0.0542 -0.05378
73.49 | -0.0366 -0.03671 -0.053 -0.05208
75.55 | -0.0374 -0.03802 -0.0502 -0.04987
77.61 | -0.0395 -0.03968 -0.0481 -0.04745
79.68 | -0.0409 -0.04143 -0.0452 -0.04507
81.74 | -0.0429 -0.0429 -0.0433 -0.0431
83.81 | -0.0441 -0.04452 -0.0411 -0.04108
85.87 | -0.0455 -0.04561 -0.0398 -0.03972
87.94 | -0.0461 -0.04629 -0.0388 -0.03888
90.00 | -0.0466 -0.04652 -0.0385 -0.03859

1.4. Volta a botte a spessore variabile

Geometria e caratteristiche dei materiali
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Si consideri infine una volta a botte a spessore variabile. Si conside-
ri allora la superficie cilindrica con curva generatrice semi-circolare di

raggio R e lunghezza L con lo spessore t(¢) variabile. Le coordinate del-

la superficie media e il sistema di riferimento vengano scelti coerente-

mente con quanto esposto per la volta a botte a spessore costante.

t(o)

z

L=2r

Figura 4.20. Schema geometrico di una volta a botte a spessore variabile
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Si considerano 1 seguenti dati geometrici:

R=750cm
L =1000cm
to=40cm
tc=10cm

Lo spessore della superficie vari con legge lineare rispetto all’angolo
@, in accordo con la seguente legge analitica

tc _to

t =1, +
() %

Caratteristiche dei materiali

E=3350 kN/cm?
v=0.2
y=25e-6 KN/cm3

Confronto analitico e numerico

Sono stati predisposti due modelli numerici con mesh differenti con
lapproccio per macro-elementi proposto e implementato nel software
3DMacro. I modelli sono considerati incastrati alla base e supposti sog-
getti al solo peso proprio. In questo caso non ¢ stato possibile effettuare
1l confronto col software SAP2000 poiché questo supporta solo elementi
piani a spessore costante, e non consente una modellazione agevole e ac-
curata di strutture piane a spessore variabile.

La prima mesh, piu rada, prevede una suddivisione della volta a
botte in 320 elementi, con 20 suddivisioni lungo la retta direttrice e 16
per ciascuna di queste suddivisioni (il modello che fa uso di questa mesh
verra indicato come ‘16x20’); la seconda, piu fitta, prevede 32 elementi
per ciascuna delle 40 suddivisioni lungo la retta direttrice, per un totale
di 1280 elementi (tale modello verra indicato come ‘32x40’).

I risultati ottenuti dai modelli numerici verranno confrontati tra di
loro, e limitatamente al confronto in termini di sforzi, con una soluzione
analitica ottenuta esclusivamente da considerazioni di equilibrio.
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=@

(a) (b)
Figura 4.21. Modellazioni numeriche mediante 3DMacro in configurazione
deformata: (a) modello 16x20; (b) modello 32x40

Di seguito si riporta il confronto tra i due approcci numerici in ter-
mini di spostamenti verticale e orizzontale al variare del complementare
? dell’angolo azimutale.

90 / ,,

V. -
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— -
70 =

60 /.———""
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T a0
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20 o

10 7 = = =3DMacro 16x20
s 3DMacro 32x40

0 -
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

V; [em]

Figura 4.22. Spostamenti verticali
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Figura 4.23. Spostamenti orizzontali

Tabella 10. Spostamenti in una volta a botte soggetta a peso proprio (in cm)

Uz Uh
o] 3DMacro | 3DMacro | 3DMacro | 3DMacro
16x20 32x40 16x20 32x40
0 0 0 0 0
11.25 0.0024 0.0013 0.0197 0.0152
22.5 0.0072 0.0069 0.0394 0.0364
33.75 0.0100 0.0112 0.0496 0.0474
45 0.0075 0.0051 0.0444 0.0421
56.25 0.0202 0.0178 0.0287 0.026
67.5 0.0525 0.0485 0.0122 0.0096
78.75 0.0818 0.0770 0.0026 0.001
90 0.0937 0.0828 0 0

Per la valutazione delle tensioni normali, 1 modelli numerici sono
statl messi a confronto con la teoria classica degli archi.
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Con riferimento allo stesso schema considerato per la volta a botte a
spessore costante (Figura 4.11) si considerino le seguenti assunzioni:

— H e la spinta in chiave;

- W(p) é il peso risultante della parte di volta compresa tra
un taglio in corrispondenza di un angolo ¢ e la sezione di
chiave;

- t((p) ¢ lo spessore della volta in corrispondenza di un angolo
?;

— R(p) éTintensita della forza scambiata nella sezione in cor-
rispondenza di un angolo ¢;

- R,(¢) e R,(¢) sono le componenti della forza R(¢) rispetti-

vamente nella direzione orizzontale e verticale;
— B indica l'inclinazione della forza R(¢) e vale

R (¢)

[ =arccos——=

R(#)
Dall’equilibrio alla rotazione attorno alla base di mezza volta si ha:
W (0)-d
r

essendo d la distanza tra la base della volta e la retta di applicazione
della risultante del peso, che ¢ data da:

d=—= Io%ﬂ(co)'R'Xr(co)'dco

W (0)
La funzione X (¢) indica I'ascissa di un generico punto della volta

H =

rispetto al punto A e risulta pari a
X (¢)=r-(1-cosp)
mentre W (@) vale
7 te—t, 1 (x°
W((ﬂ):ffV'R't(co)'dq):%R-{to(g—w}u-—-[”——(pzﬂ

Sostituendo le quantita introdotte, e risolvendo I'integrale, la spinta
in chiave risulta pari a:

2_
H =7/-R-[t0-7[4'”8+tc

'722—4‘7r+8
4.7
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L’equilibrio della parte di struttura soprastante un taglio in corri-
spondenza dell’angolo ¢ assicura che:

Rx((0)=H B 2, 2
{RZ(¢)=W(¢):R((”)_\/H (W ()]

Proiettando la forza R(¢) nella direzione tangente alla curva gene-
ratrice si puo ottenere la sollecitazione N(¢) introdotta in figura 4.20,

che puod quindi essere espressa come segue

N(p)= R(¢)-Cos(ﬂ+¢—%)

Analogamente ai casi visti in precedenza, dividendo per lo spessore
e possibile ottenere le tensioni normali corrispondenti.

el o
\ \o-.."‘“'
\ c..'_‘ on

= 8
\ o,".
.
N ‘a 70

3DMacro 16x20

/ 20
/ = = =3DMacro 32x40
4
/ »»»»»»»»» Soluzione analitica

T o
T O

-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0

14 [kN/em?]

Figura 4.24. Tensioni normali lungo 1 meridiani
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Tabella 11. Tensioni agenti lungo i meridiani in una volta a botte soggetta a
peso proprio (in kN/cm?2)

O-(/)
w[o] Soluzione | 3DMacro A 3DMacro A
analitica 16x20 [%] 32x40 [%]
0 -0.01841 -0.01838 0.15 -0.01840 0.04

11.25 | -0.01715 -0.01733 1.05 -0.01735 1.16
22.5 -0.01559 -0.01602 2.76 -0.01604 2.89
33.75 ] -0.01400 -0.01473 5.21 -0.01475 5.36

45 -0.01268 -0.01377 8.57 -0.01378 8.65
56.25 | -0.01197 -0.01348 [ 12.58 | -0.01349 | 12.66
67.5 -0.01228 -0.01432 16.59 | -0.01434 | 16.75
78.75 | -0.01422 -0.01698 [ 19.38 | -0.01700 | 19.52

90 -0.01907 -0.02294 [ 20.29 | -0.01941 1.78

Quest’esempio si ritiene particolarmente significativo in quanto mostra
come con il modello proposto si possano rappresentare agevolmente an-
che strutture a geometria curva e a spessore variabile.

2. Validazione della modellazione proposta in campo non linea-
re

I1 modello proposto, € stato validato in campo statico in regime elastico
lineare con riferimento ad alcuni casi significativi attraverso il confronto
con soluzioni analitiche e soluzioni numeriche ottenute mediante il me-
todo degli elementi finiti. Nel presente paragrafo ci si propone di effet-
tuare alcuni confronti anche in ambito non lineare facendo uso di risul-
tatl sperimentali e numerici gia disponibili nella letteratura o derivanti
dall’applicazione del metodo degli elementi finiti in ambito nonlineare.
In particolare sono stati considerati alcuni esempi di volte semplici

e composte. In particolare 1 casi di studio considerati riportano il con-
fronto tra:

— prove sperimentali;

— metodo agli elementi finiti non lineari,
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— analist limite.

Nonostante I'esigua entita dei risultati disponibili in letteratura, 1
casi oggetti di studio appaiono rappresentativi di diverse tipologie strut-
turali e condizioni di carico. In particolare sono stati analizzati:

— una cupola sferica simmetricamente caricata,
— una volta a crociera caricata asimmetricamente.
In entrambi 1 casi sono considerate analisi statiche incrementali.

2.1. Cupola sferica

Il caso di studio considerato é relativo ad una prova sperimentale ese-
guita su una cupola semisferica nel 2006. I risultati di questa sperimen-
tazione sono stati pubblicati da Foraboschi (2006) e successivamente
sono stati oggetto di ulteriori studi. In particolare Creazza et al. (2002)
hanno condotto alcune simulazioni numeriche agli elementi finiti non
lineari considerando analisi incrementali associate a due diverse ipotesi
costitutive, Milani et al. (2008) hanno effettuato analisi numeriche ba-
sate su approccio di analisi limite. Entrambi gli approcci sono stati det-
tagliatamente descritti nel capitolo 1.

Lo schema geometrico della cupola oggetto di indagini € riportato in
figura 4.25, consiste in una cupola semisferica, con raggio interno pari a
2.2 m e spessore pari a 12 cm, mentre 1l diametro del foro € di circa 40
cm. La simulazione prevede l'applicazione di una forza verticale cre-
scente distribuita su un’area limitata, in posizione centrata.

lxp

22m

Figura 4.25. Schema geometrico della prova sperimentale simulata (da Milani
et al., 2008)
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I confronti sono stati eseguiti in termini di spostamenti verticali in
corrispondenza del perimetro del foro, con riferimento a:

- Simulazione numerica condotta da Creazza et al.

- Simulazione numerica condotta da Milani et al.

- Simulazione numerica condotta con l'approccio proposto.

Per potere effettuare simulazioni numeriche sulla base
dell’approccio per macro-elementi sviluppato nella presente tesi occorre
stabilire le proprieta dei materiali in relazione ai risultati sperimentali
sugli stessi ed inoltre occorre stabilire il livello di discretizzazione che si
vuole adottare sia in termini di risoluzione della mesh e di rappresenta-
zione per fibre del comportamento flesso-membranale, governato dai
link ortogonali d'interfaccia.

Nel predisporre il modello numerico € stata considerato che la tessi-
tura muraria consiste in una disposizione di filari secondo cerchi sempre
piu piccoli quanto piu si avvicinano alla zona sommitale della cupola.
Nel tener conto di questa circostanza, la mesh ¢é stata predisposta consi-
derando una griglia secondo i meridiani e 1 paralleli della superficie sfe-
rica rappresentativa del’andamento della struttura. In totale il modello
numerico € composto di 640 elementi (disposti con 32 elementi per cia-
scuno dei 20 paralleli) per un totale di 4480 gradi di liberta (Figura
4.26).

I links ortogonali d'interfaccia sono stati disposti in modo tale da
garantire un interasse massimo di 5 cm sia nella direzione longitudinale
che trasversale dell'interfaccia.

Le caratteristiche dei materiali (omogeneizzati), che sono stati adot-
tati nella simulazione della prova sono riportati nella tabella seguente.



266

Tabella 12. Parametri meccanici utilizzati per la modellazione della cupola se-

misferica
w 1800 kg/m3
Proprieta meccaniche del materiale

E 140 kN/cm?2

G 56 kN/cm?

oc 0.18 kN/cm?

ot 0.01 kN/cm?
g, / g, 10

Yu 0.4 %

Comportamento a scorrimento

c 0.003 kN/cm?

tan ¢ 0.1

Figura 4.26. Modello numerico della cupola semi-sferica sviluppato in 3DMacro
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- Confronti tra i diversi approcci ed i risultati sperimentali.
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Figura 4.27. Confronto in termini di curve carico-spostamento

Le immagini successive mostrano il confronto tra i meccanismi di
collasso ottenuti mediante il modello proposto (figura 4.28), e quelli ot-
tenuti con 1 modelli proposti in letteratura (figura 4.29). Il meccanismo
di collasso si manifesta con il cedimento della parte sommitale della cu-
pola con un meccanismo combinato flessionale e a scorrimento.

Figura 4.28. Confronto in termini di meccanismi di collasso: 3DMacro
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Figura 4.29. Confronto in termini di meccanismi di collasso: analisi limite (Mi-

lani et al., 2008) e modello con danneggiamento (Creazza et al., 2002)

Dal confronto del meccanismi di collasso risulta buono 'accordo con
gli altri modelli considerati.

2.2. Volta a crociera

Il caso di studio considerato & relativo ad una prova sperimentale ese-
guita su una volta a crociera nel 1999. I risultati di questa sperimenta-
zione sono stati pubblicati da Faccio e Foraboschi (2000) e sono succes-
sivamente stati oggetto di ulteriori studi. In particolare sono stati ripro-
dotti utilizzando il metodo degli elementi finiti non lineari da Creazza et
al. (2002) e, piu recentemente, utilizzando un approccio originale di ana-
lisi limite da Milani et al. (2008).

Lo schema della prova € quello riportato in figura 4.30 e prevede
Papplicazione di una forza verticale distribuita su un’area limitata, in
posizione non centrata. La volta € rinforzata mediante due archi diago-
nali e 1 quattro archi perimetrali in corrispondenza delle unghie.

A

“Node1 £703m “
!
Figura 4.30. Schema geometrico della prova sperimentale simulata (Creazza et
al., 2002)

Node 3
L]

1.15m
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Sono stati monitorati gli spostamenti verticali di tre punti significa-
tivi della volta, come mostrato in figura 4.31.
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Figura 4.31. Punti di controllo (Milani et al., 2008)

In figura 4.32 ¢ infine riportata un‘immagine della volta strumenta-
ta, in cul sono evidenti anche le nervature della volta.

Figura 4.32. Prova sperimentale: strumentazione (Faccio e Foraboschi, 2000)

Le caratteristiche dei materiali (omogeneizzati), che sono stati adot-
tati nella simulazione della prova sono riportati nella tabella seguente.
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Tabella 13. Parametri meccanici utilizzati per la modellazione della volta a cro-

ciera
w 15 kN/m3
Proprieta meccaniche del materiale

E 120 kN/cm?2

G 48 kN/cm?

oc 0.23 kN/cm?

ot 0.005 kN/cm?
&y / gy 2.4

Y 0.4 %

Scorrimento

c 0.006 kN/cm?2

tan ¢ 0.45

Il modello messo a punto nell’ambito di questa validazione (Figura
4.33) tiene conto di tutti gli aspetti che sono stati citati. In particolare &
stata posta attenzione alla presenza delle nervature, e all’ampiezza
dell'impronta del carico. Tali dettagli sono apparsi decisivi nella simula-
zione del corretto comportamento riscontrato sperimentalmente. Si ¢ i-
noltre reso necessario I'impiego di una mesh piuttosto fitta dettata an-
che dalla necessita di modellare gli archi di rinforzo. In particolare il
modello é caratterizzato da 433 elementi quadrangolari e 64 triangolari,
cui corrisponde un numero complessivo di gradi di liberta pari a 3415.
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Figura 4.33 — Modello numerico della volta a crociera sviluppato in 3DMacro
con evidenziata la discretizzazione in fibre adottata.

Il confronto tra la modellazione proposta e i risultati disponibili,
come evidenziato dalla figura 4.34, appare ottimo sia in termini di forza
ultima, che di storia della risposta, per ciascuno dei tre punti di control-
lo considerati.

14

P[kN]

{ 3DMacro - Point 1
67 e 3DMacro - Point 2 |
""" 3DMacro - Point 3
J e Experimenta results - Point 3
4] . = == Damage model - Point 3
Experimental results - Point 2
Damage model - Point 2
2 4 Experimental results - Point 1 |
Damage model - Point 1
Limit Analysis
0
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 035 0.4 0.45 0.5

Spostamento dei punti di controllo [cm]

Figura 4.34. Confronto in termini di curve carico-spostamento

Le immagini successive mostrano il confronto tra i meccanismi di
collasso ottenuti mediante il modello proposto (Figura 4.35a), e quelli
ottenuti con 1 modelli proposti in letteratura (figura 4.35b e c¢). Il mecca-
nismo di collasso ottenuto mostra I'apertura di una fessura lungo la di-
rettrice che congiunge il punto di applicazione del carico con il concio di
chiave della volta. E inoltre evidente come I'unghia opposta a quella in
cui e applicato il carico risenta solo in maniera lieve del carico stesso.
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(a)

0.88
0.77
0.66
0.55
-0.44
- 0.33
-0.22
0.1

©

Figura 4.35. Confronto in termini di meccanismi di collasso: (a) 3DMacro;
(b) metodo agli elementi finiti non lineari Creazza et al.; (c) analisi limite
Milani et al.

Dal confronto dei meccanismi di collasso si rileva un buon accordo
con quello ottenuto utilizzando il metodo degli elementi finiti non linea-
ri, mentre differenze significative si riscontrano con il meccanismo di
collasso ottenuto con I'approccio basato sull’analisi limite.
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3. Applicazione dell’approccio proposto allo studio di una volta
crollata a seguito dell’evento sismico Aquilano del 6 Aprile 2009

A seguito del rovinoso evento sismico occorso nell’aquilano il 6 aprile
2009, alle perdite di vite umane si sono aggiunti gravissimi danni a tut-
to il patrimonio storico-architettonico della citta. Sono stati soprattutto
palazzi storici e chiese a subire 1 maggiori danni, in alcuni casi irrever-
sibili.

Molte universita hanno fornito un contributo alle attivita di emer-
genza nella forma di studi su edifici storici significati. In particolare,
I'unita di ricerca di Catania si € occupata dell’edificio denominato Palaz-
zo Gualtieri (Figura 4.36). In Calio et al. (2010) sono stati analizzati 1
danni subiti dall’edificio anche allo scopo di giustificarne il danneggia-
mento subito attraverso I'uso di modelli numerici di previsione che pos-
sano risultare utili in termini di valutazione del rischio sismico del pa-
trimonio storico-monumentale.

Figura 4.36. Prospetto settentrionale

I danni piu significativi si sono verificati in corrispondenza dei due
saloni posti al primo livello dell’edificio e sormontati da volte a schifo
con la parte centrale affrescata. Entrambe le volte hanno subito gravi
danneggiamenti, ma una in particolare ha subito il crollo totale della
parte centrale affrescata, come si evince dalle fotografie riportate in fi-
gura 4.37, e dal rilievo del quadro fessurativo di figura 4.38. Allo scopo
di giustificare attraverso simulazioni numeriche il danneggiamento ri-
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levato sono state realizzate col modello proposto delle simulazioni nu-
meriche relative all'intero vano, considerando i muri perimetrali e la
volta a schifo sovrastante (Figura 4.39).

\

Figura 4.37. Immagini della volta parzialmente crollata

In particolare sono state condotte analisi statiche non lineari consi-
derando due diverse direzioni di carico, una verticale ed una orizzontale,
entrambe proporzionali alla massa.

TREET TN LEGENDA
,[ [\ \ . \‘__ Leslonl (—/
: Mancanzaicrollo D

Figura 4.38. Restituzione grafica del quadro fessurativo della volta parzial-
mente crollata
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I risultati delle analisi sono stati espressi in termini di deformate a
collasso e curve di capacita. Le curve di capacita sono state espresse in
termini di risultante delle forze applicate in funzione dello spostamento
di un punto della sommita della volta. Le proprieta meccaniche assunte
alla base della modellazione sono riportate nella tabella sottostante.

Tabella 14. Parametri meccanici utilizzati per la modellazione numerica

w 1700 kg/m3
Proprieta meccaniche del materiale

E 120 kN/cm?2
G 48 kN/cm?2

Oc 0.3 kN/cm?
ot 0.01 kN/cm?
Yu 0.4 %

Scorrimenti inibiti

Figura 4.39. Vista assonometrica del modello strutturale ai macro-elementi
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I risultati sono riportati nella figura sottostante. Per la direzione
trasversale, 1 cui risultati sono riportati di seguito, & possibile notare
una resistenza massima pari al 45% del peso della struttura ed un com-
portamento scarsamente duttile. La deformata e il quadro fessurativo al
collasso mostrano una concentrazione del danno in corrispondenza della
volta e della zona della parete corrispondente alla canna fumaria, carat-
terizzata da un forte restringimento della sezione muraria.

Per la direzione verticale i risultati in termini di curva di capacita
evidenziano un ridotto margine di sicurezza nei confronti degli incre-
menti dei carichi verticali (circa 1.2). La deformata e il quadro fessura-
tivo al collasso evidenziano come la parte sommitale della volta (quella
effettivamente crollata) rappresenti la zona soggetta agli spostamenti
massimi.

Cefefete
T =i 1 i

Cs
® = = = _=

==

=

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0F—% i 15 3 25
Spostamento del punto di controllo [cm] Spostamento del punto di controllo [cm]

Figura 4.40. Curve di capacita e deformate a collasso: direzioni trasversale e
verticale
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4. Applicazione dell’approccio proposto ad un ipotetico edificio
di culto

Allo scopo di verificare I'applicabilita del modello proposto ad interi edi-
fici senza esprimere giudizi su edifici esistenti € stato individuato un ca-
so di studio puramente immaginario. Tale caso di studio non trova ri-
scontro nella realta, ma appare rappresentativo di un’ampia classe di
edifici di culto, e soprattutto puo essere assunto come esempio utile a
valutare le potenzialita del modello proposto.

Si riportano di seguito alcune immagini del modello numerico con 1 dati
relativi alla dimensioni geometriche e alle proprieta meccaniche adotta-
te per 1 materiali.

Figura 4.41 — Caso di studio: prospetto laterale

Il caso di studio considerato & rappresentativo di una chiesa ad una
navata con pianta a croce latina che puo approssimativamente essere
Inscritta in un rettangolo di lati 36 x 30 m. La facciata principale € sor-
montata da un timpano che si erge fino a quota +17.00 m, mentre la co-
pertura € costituita da volte a botte, sia sulla navata che sui transetti e
sull’abside, che si chiudono a quota +15.00 m. Sia in corrispondenza dei
transetti che dell’abside, queste volte si chiudono con delle semicupole.
Infine una cupola sormontata da una lanterna (che svetta fino a quota
+27.00 m) chiude la copertura poggiandosi su quattro pennacchi che
scaricano sia sulle volte di copertura che sulle pareti perimetrali.
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Alcuni dettagli sulla geometria dell’edificio sono riportati nelle figu-
re seguenti.

Figura 4.43 — Caso di studio: vista in pianta
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Cupolae lanterna I |

=

| Pennacchi

Tamburo ]

Pareti perimetrali, facciata
etransetti ||l

Figura 4.44 — Caso di studio: vista assonometrica

Sono state assegnate sia le caratteristiche dei materiali, sia gh
spessori, considerando la funzione dei singoli elementi costruttivi, sud-
dividendo 1’edificio secondo la mappa di colore riportata in figura 4.44.
Le caratteristiche dei materiali e gli spessori, ritenuti credibili per tipo-
logia muraria ed epoca di costruzione, sono riassunti nella seguente ta-
bella.
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Tabella 14 — Tipologie murarie

E G ot Oc w Spes.
[kEN/ecm?] | [kRN/em2] | [kRN/ecm?] | [RN/em?2] | [kg/m3] | [em]
Pareti
perime-
trali, fac- 240 78 9 40 1800 120
ciata e
transetti
Volte 90 30 2.8 14 1400 40
Pennac-
. 240 78 9 40 1800 120
chi
Tamburo 240 78 9 40 1800 80
Cralin @ 240 78 9 40 1800 40
lanterna

Sul modello implementato sono state condotte analisi statiche non
lineari nelle due direzioni principali (Figura 4.45) corrispondenti agli
assi della croce latina. Si riportano di seguito 1 risultati relative alle a-
nalisi statiche non lineari condotte sul modello (Figure 4.47, 4.48, 4.49 ).
I risultati sono riportati in termini di deformata a collasso e curva di ca-
pacita (spostamento dei punti di controllo, taglio alla base normalizzato
rispetto al peso dell’edificio, che & stato stimato in 34843 kN).
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+X massa

Figura 4.45 — Direzioni di carico

Come punti di controllo sono stati scelti 1 punti in cima alle copertu-
re (quota +15.00 m), quello in cima al timpano (quota +17.00 m), e 1
punti alla base della lanterna (quota +24.90 m) come mostrato in figura

4.46.
+24.20 m

Figura 4.46 — Punti di controllo
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Per entrambe le direzioni di carico € stata adottata una distribuzio-
ne di forze orizzontale proporzionale alla massa. Nella direzione tra-
sversale le analisi in direzione positiva e negativa sono uguali, essendo
Iedificio simmetrico rispetto all’asse longitudinale, pertanto nel seguito
si fara riferimento, per tali analisi, genericamente alla direzione X, sen-
za fare distinzioni di segno.

Per la direzione trasversale, 1 cui risultati sono riportati di seguito,
¢ possibile notare un coefficiente di taglio alla base massimo pari a circa
0.17 (fig. 4.47). La deformata mostra una concentrazione del danno in
corrispondenza della volta a botte di copertura della navata, con 1l coin-
volgimento della parete su cui essa scarica.

—+15.00 m|l
= — + — — —|—+17.00 m||
| —+24.90 m||

Figura 4.47 — Direzione X: deformate a collasso e curve di capacita

Per la direzione longitudinale il collasso coinvolge, in entrambi i ca-
si la facciata principale. Tuttavia, mentre nella direzione positiva la fac-
ciata € spinta contro il resto dell’edificio, nella direzione opposta la fac-
ciata tende a distaccarsi. Questo comporta una maggiore resistenza nel-
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la direzione +Y, al punto che nel collasso, in questo caso, viene coinvolta
anche la cupola. E’ inoltre possibile verificare, in queste analisi, come
sia evidente lo spanciamento delle pareti laterali, a causa dell’effetto
spingente della volta di copertura, gia per carichi verticali.
Dall’osservazione delle figure corrispondenti ai meccanismi di collasso
di nota inoltre nella direzione —Y la I'impegno flessionale della facciata
con formazione di cerniere cilindriche sia in corrispondenza dei cantona-
li che in corrispondenza dell’asse verticale centrale della facciata.

| | | | | | | |

| | | | | |
T T +——T— _ _ [
| | i | | | | | |

) | | | | | | |
B A e T
| | | | | | | | |

l | | | | | | | |

_ T
| | | | | | | | |

| | | | | | | | |
L1 _ - __L__1_[—500m|
| | | | | | I |—+17.00m|!

| | | | | | I |—+24.90m]1

| | | 1 | 1 | 1 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Spostamento [cm]

Figura 4.48 — Direzione +Y: deformate a collasso e curve di capacita
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2 2.
Spostamento [cm]

Figura 4.49 — Direzione -Y: deformate a collasso e curve di capacita

In figura 4.50 ¢ riportato un confronto tra le curve di capacita nelle
diverse direzioni di carico, dal quale appare immediato riscontrare le di-
rezioni di carico piu resistenti, e quelle piu duttili. Tuttavia e parso utile
fornire una rappresentazione tridimensionale di tali risultati, riportan-
do spazialmente le curve in base alla direzione di carico corrispondente,
e poi collegando le curve con delle superfici colorate sulla base del taglio
alla base riscontrato per ciascun punto della curva. Tale rappresenta-
zione prende il nome di capacity dominium [10] e, per il caso in esame, &
riportato in figura 4.48. E’ evidente come una vista laterale indica le di-
rezioni di maggiore e minore resistenza, mentre la vista in pianta del
dominio fornisce indicazioni sulle direzioni di carico che presentano
maggiori e minori duttilita.
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Figura 4.50 — Curve di capacita al variare della direzione di carico

Figura 4.51 — Capacity dominium
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Conclusioni

La presente tesi si inserisce nel contesto pitt ampio di un filone di studi
sul comportamento sismico degli edifici esistenti in muratura.

Nell’ambito dei criteri di modellazione esistono ancora numerosi
problemi aperti e di difficile soluzione su cui lavorano diversi gruppi di
ricerca sia in ambito nazionale che internazionale. Negli ultimi quattro
anni l'unita di Catania ha introdotto un metodo di modellazione ai ma-
cro-elementi che consente di valutare gli effetti del terremoto sulle
strutture in muratura considerandone la risposta sia nel piano (mecca-
nismi di secondo modo) che fuori-piano (meccanismi di primo modo). Pur
rappresentando un notevole contributo per lo studio del comportamento
non lineare degli edifici esistenti in muratura, tale approccio di model-
lazione non consente ancora di cogliere certi comportamenti tipici di edi-
fici storici.

Questo lavoro, nel tentativo di estendere allo studio degli edifici in
muratura a carattere storico e monumentale, arricchisce tale approccio
di modellazione e costituisce un’estensione del macro-elemento spaziale,
pensato per le pareti piane, allo studio delle strutture a geometria curva
come sua naturale evoluzione. Oltre alle problematiche legate alla non
linearita del materiale muratura, anche la complessita geometrica ha
richiesto studi approfonditi che hanno condotto ad una modellazione a
fibre. A tal fine, € stato introdotto un modello discreto equivalente atto a
descrivere il comportamento non-lineare di una generica porzione di una
superficie voltata che, per assemblaggio, pud simulare il comportamento
sismico di qualsiasi struttura in muratura a geometria curva.



I1 presente lavoro rappresenta dunque un contributo ad una ricerca
che punta ad un’efficace modellazione del comportamento non lineare di
un qualsiasi edificio in muratura.

L’'uso dei macro-elementi consente di cogliere il comportamento
non-lineare di un edificio con un costo computazionale estremamente ri-
dotto rispetto ad una modellazione agli elementi finiti e rappresenta in
questo momento il percorso piu efficace verso la modellazione dinamica
di strutture in muratura comunque complesse soggette ad azioni sismi-
che.

Il macro-elemento introdotto consente la simulazione di tutti i prin-
cipali meccanismi di crisi delle murature, riesce a cogliere il comporta-
mento globale della struttura e 'interazione tra gli elementi spingenti e
quelli portanti; inoltre, gia con discretizzazioni rade riesce a cogliere con
sufficiente precisione sia il livello di resistenza che il meccanismo di col-
lasso della struttura.

Per la taratura del modello sono inoltre sufficienti pochi parametri
immediatamente ricavabili dall'interpretazione di comuni prove speri-
mentali.

La validazione del modello proposto, implementato in un software
di calcolo (3DMacro), € stata condotta, sia in campo lineare che non li-
neare, mediante simulazioni numeriche 1 cui risultati sono stati con-
frontati con quelli disponibili in letteratura.

Tuttavia, l'introduzione di questo elemento non rappresenta un
punto di arrivo, ma apre piuttosto nuove prospettive su ulteriori svilup-
pi dello stesso e, piu in generale, sulla modellazione tridimensionale del-
le strutture.

In particolare, affinché il modello possa essere in futuro migliorato,
s1 sono individuati i seguenti ulteriori spunti di approfondimento:

- Estensione del modello anche al campo dinamico non lineare
mediante 'introduzione di opportuni legami ciclici;

- introduzione degli effetti geometrici del secondo ordine;

- introduzione di un nuovo elemento solido per la macro-
modellazione di elementi murari a geometria particolare (pi-
lastri murari, muri tozzi, ecc...).
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Il motivo per cui la macro-modellazione risulta spesso insufficiente
nella simulazione di tutti 1 possibili meccanismi di crisi delle murature,
risiede probabilmente nel fatto che essi, a volte, nascono esclusivamente
su basi matematiche, e non fisiche. La semplicita di funzionamento
dell’elemento proposto ha invece consentito la modellazione di strutture
complesse mantenendo inalterata I'idea originaria del comportamento
meccanico. E questa probabilmente la ragione per cui il macro-elemento
proposto rappresenta, allo stato attuale, il primo esempio di macro-
elemento pensato per la modellazione di strutture murarie a carattere
storico e monumentale, anche in presenza di elementi a geometria cur-
va.
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