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Sommario 

La risposta non lineare di un sistema strutturale, simulata mediante 

l’uso di modelli continui standard con ipotesi di materiali omogenei, 

trova il suo stato critico e di fallimento nella modellazione di quei mate-

riali che presentano la formazione di fessure macroscopiche, sotto certe 

condizioni di carico, dal normale esercizio fino all’azione sismica. 

Diverse sono le formulazioni ed i modelli numerici presenti in lette-

ratura per la simulazione del fenomeno della fessurazione e della frat-

tura coesiva, molti dei quali risultano spesso abbastanza sofisticati ed 

onerosi dal punto di vista computazionale. 

Lo studio svolto nella presente tesi è stato rivolto alla modellazione 

ed all’analisi dei processi di fessurazione in elementi monodimensionali 

in cemento armato, quali tiranti e travi, attraverso una modellazione 

agli elementi finiti, avendo come obiettivo quello di modellare il feno-

meno mediante una strategia numerica che non comporti profonde mo-

difiche ai codici di calcolo impiegati nel metodo degli elementi finiti. 

In particolare, nell’ambito dell’ipotesi di piccoli spostamenti e picco-

li gradienti di spostamento, il principale oggetto di studio è stato quello 

della formulazione analitica di un modello meccanico, idoneo a simulare 

il comportamento di tiranti e travi in calcestruzzo armato, che include 

l’interazione fra le barre di armatura e il conglomerato cementizio e che 

è in grado di seguire l’evoluzione del quadro fessurativo all’interno del-

l’elemento, tenendo in considerazione in maniera completa l’energia di 

frattura del materiale calcestruzzo. 

Gli elementi strutturali sono stati modellati come dei compositi co-

stituiti da una matrice in calcestruzzo e da un insieme di fibre longitu-

dinali di acciaio, interconnesse con elementi di interfaccia che simulano 

il fenomeno dell’aderanza - scorrimento tra i predetti elementi del com-

posito, sfruttando una formulazione energetica del problema. 
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Tutte le equazioni che governano il problema in esame sono state 

ottenute mediante l’uso di un funzionale energetico misto. 

I legami costitutivi dei materiali calcestruzzo ed acciaio sono quelli 

classici, reperiti in letteratura, mentre il comportamento dell’interfaccia 

tra di essi è stato simulato con una variante logaritmica del legame in-

dicato nel CEB FIP Model Code 90. 

Nella fase coesiva di apertura delle fessure all’interno della matrice 

in calcestruzzo, per le interfacce che le simulano sono stati adottati mo-

delli costitutivi del calcestruzzo a trazione di tipo softening (lineare, bi-

lineare, trilineare, esponenziale), tratti dalla copiosa letteratura al ri-

guardo. 

L’attenzione è stata focalizzata sull’analisi di un tirante in composi-

to calcestruzzo ed acciaio, per il quale sono stati implementati degli al-

goritmi di calcolo che consentono di seguire il comportamento non line-

are dell’elemento dalla fase integra alla fase fessurata fino al collasso. 

Partendo dalla definizione delle caratteristiche geometriche e meccani-

che delle membrature, l'algoritmo determina le funzioni di forma degli 

spostamenti generalizzati, le matrici di rigidezza, i campi di spostamen-

to, lo stato deformativo e quello tensionale. 

Viene illustrata, in dettaglio, la tecnica adoperata per implementa-

re, in ambiente Mathematica e Matlab, un elemento finito monodimen-

sionale a due nodi in grado di catturare discontinuità nel campo di spo-

stamento, nel caso del tirante. 

Analogo studio è stato svolto per gli elementi compositi travi in cal-

cestruzzo cementizio armato e per essi si sono definiti tutti gli elementi 

preliminari fino alla fase di incipiente fessurazione, necessari per la 

successiva formulazione dell’analisi non lineare fino al collasso. 

La procedura e l’elemento finito implementato sono stati validati 

mediante confronti con risultati noti in letteratura e con quelli di prove 

sperimentali standard, tratte dalla stessa letteratura ed impiegate clas-

sicamente nell’ambito dello studio del fenomeno della fessurazione e 

della meccanica della frattura. 

 

 



 

 

CAPITOLO 1 

INTRODUZIONE 

1.1. Prefazione 

A partire dalla seconda metà del secolo scorso, tra le esigenze di prima-

ria importanza per la durabilità delle strutture in conglomerato cemen-

tizio armato, si sono messe in risalto la prevenzione ed il controllo del 

quadro fessurativo: allo stesso periodo risalgono, infatti, le prime inda-

gini sperimentali rivolte alla valutazione degli effetti prodotti dal qua-

dro fessurativo sulla deformabilità delle travi. 

La presenza di fessure nelle strutture in calcestruzzo armato non è 

generalmente indice di pericolo di collasso, ma la fessurazione può limi-

tare pesantemente la funzionalità dell’opera. Fessure molto ampie, in-

fatti, oltre a determinare un incremento della deformabilità, permetto-

no all’acqua e alle sostanze aggressive di penetrare e corrodere le arma-

ture, compromettendo l’integrità del manufatto e le sue prestazioni nel 

tempo. 

La meccanica della frattura studia da un punto di vista fenomeno-

logico il comportamento di quei materiali per i quali si osserva, a livello 

macroscopico, la formazione di fessure in corrispondenza di certi stati 

tensionali e/o deformativi. 

Tali meccanismi macroscopici di degradazione sono governati oltre 

che dai fattori che intervengono nella meccanica classica, quali le carat-

teristiche del materiale, le condizioni di carico e le condizioni di vincolo 
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degli elementi strutturali esaminati, anche da una serie di altri fattori, 

quali l’energia di frattura, che ne definiscono un diverso modello di 

comportamento e ne determinano gli effetti scala. 

Da un punto di vista fenomenologico, tali fattori comportano la de-

gradazione delle caratteristiche meccaniche di resistenza e/o rigidezza 

del materiale e sono caratterizzati da un comportamento costitutivo di 

tipo softening, ovvero che presenta diminuzione dello stato tensionale 

per successivi incrementi di deformazione. 

La sfida attuale in questo ramo specifico della meccanica dei mate-

riali è, principalmente, quella di pervenire a schemi numerici robusti, 

capaci di simulare il processo della frattura in modo “efficiente”, “effica-

ce” e soprattutto “oggettivo”. 

Lo studio di questi complessi meccanismi di degradazione, dei pro-

blemi teorico-matematici e di quelli computazionali ad essi connessi e 

delle loro possibili modellazioni sta avendo un notevole sviluppo, favori-

to anche dalla diffusione e dall'avanzamento della tecnologia dei pro-

cessori, come è dimostrato dalla gran quantità di pubblicazioni scienti-

fiche specializzate che si occupano dell’argomento e dalle diverse linee 

di ricerca proposte. 

In particolare, grande attenzione viene posta all’applicazione della 

meccanica della frattura ai materiali quasi fragili, come il calcestruzzo; 

i progressi avutisi nella simulazione del fenomeno sono molto incorag-

gianti. 

Tuttavia, i modelli proposti presentano ancora limitazioni impor-

tanti, che spingono verso la continua e costante ricerca di nuove linee di 

investigazione, che consentano di descrivere in maniera più esauriente i 

diversi aspetti del problema. 

Il presente lavoro vuole inquadrarsi nell’ottica dello studio dei mo-

delli di fessurazione del calcestruzzo cementizio armato rientranti 

nell’ambito dell’approccio con fratture discrete, avendo in mente come 

obiettivo quello della semplicità e dell’efficienza numerica. 

Per consentire una maggiore applicabilità, nella pratica tecnica, si 

utilizzano spesso modelli semplificati, che prescindono dalla modella-

zione dettagliata dei componenti e dalla loro interazione. In particolare, 

le norme tecniche utilizzano formulazioni che derivano dall’assunzione 
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di una distribuzione di tensioni approssimata. 

Tali modelli consentono di individuare il comportamento generale 

delle strutture in modo da poter costruire in sicurezza, ma non riescono 

a spiegare in maniera esaustiva i comportamenti locali dei materiali e 

le loro interazioni. 

Il presente lavoro di tesi ha come oggetto principale il comporta-

mento dei materiali ed i fenomeni che riguardano la fessurazione del 

conglomerato e la sua interazione con le barre d’armatura. 

In particolare, ci si pone come obiettivo lo studio di una formulazio-

ne per la trave in calcestruzzo armato, che includa l’interazione fra le 

barre di armatura ed il conglomerato cementizio e riesca a cogliere 

l’evoluzione del quadro fessurativo all’interno dell’elemento, tenendo in 

considerazione in maniera completa l’energia di frattura del materiale 

calcestruzzo. 

Formulazioni di questo tipo sono già state sviluppate nella mecca-

nica del continuo, ma risultano di difficile applicazione nella pratica 

tecnica. La finalità del presente lavoro è, pertanto, riuscire a sviluppare 

il modello nell’ambito della teoria della trave con le sue consuete ipote-

si. Particolare attenzione è posta nell’affrontare il caso del comporta-

mento assiale, per poi passare al caso completo della trave armata a 

doppia armatura soggetta a flessione. 

In dettaglio, in questo capitolo, i rimanenti paragrafi sono organiz-

zati come segue: nel paragrafo 1.2. si fa un rapido riferimento alle moti-

vazioni, alla metologia, agli obiettivi ed applicazioni pratiche che hanno 

favorito la nascita e l’evoluzione di questo studio; infine, nel paragrafo 

1.3. si illustra l’organizzazione della tesi. 

1.2. Motivazione, metodologia ed obiettivi 

La continua crescita di attenzione al problema della sicurezza degli edi-

fici nuovi e di quelli esistenti nei confronti dell’azione sismica e le re-

centi normative per il calcolo strutturale mettono il professionista di 

fronte a complessi problemi di modellazione, facendo ritenere le tradi-

zionali analisi lineari uno strumento obsoleto e del tutto inadeguato per 

la stima della capacità di resistenza all’azione sismica degli edifici. 
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Le travi generalmente sono soggette a fessurazione già sotto i cari-

chi gravitazionali, per cui l’apertura delle fessure avviene molto presto 

durante un terremoto, inducendo una significativa riduzione della rigi-

dezza. 

L’influenza di tale riduzione di rigidezza, influendo sulla successiva 

risposta strutturale, rende poco significativo considerare gli elementi 

strutturali con sezione integra. 

Nel caso di strutture in calcestruzzo armato, il calcolo della rigidez-

za secante allo snervamento è solitamente eseguito, nella pratica cor-

rente, secondo uno dei tre metodi seguenti. 

Il primo si basa sull’assunzione di una rigidezza flessionale ed a ta-

glio degli elementi ridotta fino al 50% della rigidezza degli elementi cor-

rispondenti non fessurati (raccomandazione di normativa), risultando 

decisamente approssimato ed utile solo in fase di progetto. 

Il secondo basato sulla riduzione del momento di inerzia della se-

zione (Paulay e Priestley, 1992), appare, anch’esso, utile solo in fase di 

progetto. 

Il terzo basato sulla relazione, dedotta dall’evidenza sperimentale, 

tra rigidezza e resistenza flessionale degli elementi al variare del carico 

assiale e della percentuale di armatura (equazione di Sugano), risulta 

applicabile nella fase di verifica. 

Sebbene dipenda dalla tipologia strutturale (geometria, armature, 

caratteristiche dei materiali) se e dove si formano fessure nella struttu-

ra e, quindi, sia difficile stabilire a priori se solo alcuni elementi o tutti 

possono essere interessati dal fenomeno della fessurazione, si può, co-

munque, concludere che utilizzare una rigidezza ridotta nelle analisi li-

neari elastiche, portando a sovrastimare gli spostamenti, permette di 

operare in sicurezza. 

Di contro, in termini di forze di progetto, ammettere una minore ri-

gidezza significa aumentare il periodo della struttura e, quindi, ridurre 

l’azione del sisma. 

L’obiettivo del presente lavoro di tesi è la proposta di un procedi-

mento numerico per l’analisi non lineare di strutture in conglomerato 

armato, basato sulla modellazione analitica dei fenomeni complessi di 

formazione di cracks e propagazione di interfacce. Essi contribuiscono 
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alla modifica ed all’evoluzione dei parametri meccanici, che descrivono 

la risposta non lineare degli elementi che compongono tali organismi 

strutturali. 

Nel presente capitolo uno, dopo aver introdotto il problema, vengo-

no spiegate le motivazioni dell’importanza dello stesso, sia dal punto di 

vista teorico sia da quello applicativo. 

La simulazione numerica della formazione e della propagazione di 

cracks, con il complesso dei fenomeni che le accompagnano, gioca un 

ruolo fondamentale per l’integrità del complesso strutturale globale del-

le strutture in conglomerato armato e per le condizioni locali dei com-

ponenti che le compongono. 

A tal fine, negli ultimi anni è stato sviluppato un enorme numero di 

modelli per la simulazione del cosiddetto “concrete cracking”, basato su 

differenti teorie, quali ad esempio la meccanica del danno, della frattu-

ra, la teoria della plasticità e la combinazione di tali teorie, come pure 

metodi ad elementi finiti avanzati, adatti alla rappresentazione dei 

cracks (extended finite element method ed embedded crack models). 

I modelli classici del “concrete cracking” sono basati sia sul cosid-

detto “smeared crack approach” sia sul “discrete crack approach”. 

Il primo si basa sulla teoria della meccanica del continuo ed è ca-

ratterizzato dall'ipotesi che la dissipazione di energia avvenga lungo 

una banda di localizzazione delle deformazioni, mentre il secondo è ca-

ratterizzato dall’introduzione di discontinuità nel campo di spostamen-

ti, mediante la modellazione di interfacce. 

È stato effettuato un esame della letteratura al riguardo e si sono 

suddivisi i metodi classicamente studiati nei seguenti filoni: 1) Metodi 

basati sulla meccanica del danno continuo; 2) Metodi basati sulla teoria 

della plasticità; 3) Metodi basati sulla meccanica della frattura discreta 

o distribuita; 4) Metodi basati su modelli di danno con approccio a fibre. 

Lo sviluppo di un modello di elemento finito capace, come già detto, 

di cogliere, in modo “efficace” dal punto di vista della completezza della 

modellazione ed “efficiente” dal punto di vista computazionale, in tutto 

od in parte tali fenomeni, in ambito tanto globale quanto locale, rappre-

senta la motivazione del presente lavoro; una tale tipologia di elemento 

finito sembra risultare non prevista nei codici di calcolo di uso corrente. 
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Innumerevoli sono i problemi pratici che investono il caso della fes-

surazione di tiranti in calcestruzzo armato, come quello che si può vede-

re nella Figura 1.1. 

 
Figura 1.1: Ponte con tiranti in conglomerato cementizio armato. 

Analogo discorso può farsi per i problemi legati alla fessurazione 

delle travi in conglomerato cementizio armato, come quelle da ponte ri-

portate nella Figura 1.2. 

 
Figura 1.2: Travi da ponte in calcestruzzo armato. 
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I casi di travi in calcestruzzo armato sono, del resto, ampiamente 

studiati da anni e sperimentati in laboratorio, come riportato nella Fi-

gura 1.3 e nella Figura 1.4. 

 
Figura 1.3: Prove di laboratorio su travi in calcestruzzo armato. 

 
Figura 1.4: Fessurazione di travi in calcestruzzo armato. 

Partendo da un breve studio della cinematica SDA (Strong Discon-

tinuity Approach) in generale ed esaminando, in dettaglio, quella del 
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modello trave, attraverso la definizione e lo studio di un tale elemento 

finito, risulta possibile effettuare un’analisi statica non lineare di un e-

lemento strutturale in calcestruzzo armato (tirante o trave), conside-

rando tra le non linearità del materiale, l’interazione fra le barre di ar-

matura e la matrice in calcestruzzo, la formazione di fessure nel calce-

struzzo e la plasticizzazione dell’acciaio. 

Sono stati utilizzati, allo scopo, elementi “truss” o “beam”, opportu-

namente modellati, per ridurre l’onere computazionale delle sofisticate, 

ma efficaci, modellazioni 3-D. 

Nei codici di calcolo esistenti vengono modellati elementi beam a 

plasticità concentrata e/o diffusa e l’analisi dei risultati forniti, nei due 

tipi di modellazione, porta, in alcuni casi, a soluzioni globali con diffe-

renze dell’ordine del 30%. 

Nella presente prima fase si è tenuto conto dell’interazione armatu-

ra - calcestruzzo, per conoscere la spaziatura delle fessure e l’influenza 

sui risultati di diverse ipotesi di comportamento delle interfacce. 

In particolare, sia nel caso della trazione (truss) sia in quello della 

flessione (beam), è stato condotto lo studio dell’interazione armature -

calcestruzzo, mediante la modellazione analitica del complesso fenome-

no dell’aderenza - scorrimento (slip) fra acciaio e calcestruzzo. 

In dettaglio, si è studiato il caso del tirante in composito calcestruz-

zo (matrice) ed acciaio (fibre) e si è iniziato quello della trave soggetta a 

flessione; tale studio è finalizzato alla determinazione di quegli elemen-

ti che definiscono il comportamento dell’elemento finito (funzioni di 

forma degli spostamenti generalizzati, matrici di rigidezza, campi di 

spostamento, deformazioni, stati tensionali nella sezione, etc.). 

È stato effettuato lo studio completo di un tirante in calcestruzzo 

armato soggetto a carico monotono crescente, estendendo la metodolo-

gia, con le dovute modifiche formali, al caso più generale della trave 

armata a doppia armatura. 

Tale ultimo caso è stato trattato fino alla definizione degli elementi 

fondamentali che governano il problema della trave nella fase di post 

incipiente fessurazione fino al collasso, riuscendo a cogliere in modo ac-

curato il comportamento fenomenologico del materiale. 

Il modello proposto è stato concepito per una sua naturale imple-
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mentazione nel metodo degli elementi finiti ed ha, pertanto, come scopo 

la realizzazione, nell’ambito del predetto metodo, di un elemento che sia 

in grado di analizzare il fenomeno della fessurazione di travi in cemento 

armato, senza influire in maniera negativa sui tempi di calcolo. 

Nel contempo, tale elemento è in grado di osservare l’apertura delle 

fessure, la loro spaziatura e la stima della possibile evoluzione in fun-

zione dei carichi esterni; se opportunamente esteso, potrà, anche, valu-

tare l’effettivo danneggiamento, rappresentato dalla sezione fessurata, 

nel calcolo degli spostamenti. 

A tale scopo, sono stati implementati degli algoritmi che consentono 

di seguire il comportamento non lineare delle sezioni dalla fase integra 

alla fase fessurata. 

Partendo dalla definizione delle caratteristiche geometriche e mec-

caniche delle membrature, gli algoritmi di calcolo consentono di verifi-

care, per ogni sezione della membratura, lo stato tensionale, mediante 

procedimenti di tipo iterativo. 

Il comportamento a trazione del calcestruzzo non è stato modellato 

con una legge di tipo strain-softening, che introdurrebbe una non ogget-

tività sul modello numerico, bensì viene introdotta nel campo degli spo-

stamenti del calcestruzzo una discontinuità forte, la cui ampiezza è go-

vernata dalle leggi della meccanica della frattura coesiva. 

A differenza di altri modelli presenti in letteratura, quale quello in 

[61], nel caso in esame, la sezione non viene discretizzata a fibre, ma la 

trave risulta del tipo alla Eulero Bernoulli e non viene allo stato posta 

l’ipotesi semplificativa della scelta dell’altezza critica del calcestruzzo 

teso, pagando di contro il costo dell’impossibilità della determinazione 

delle tensioni tangenziali  da taglio e della direzione ed evoluzione del-

la frattura (fessure solo verticali). 

Attraverso l’applicazione del Principio dei lavori Virtuali è stata 

possibile la scrittura delle equazioni differenziali di equilibrio che go-

vernano il problema e le relative condizioni al contorno; la soluzione 

delle stesse permette di passare dal caso lineare a quello non lineare, 

mediante l’aggiunta di due molle non lineari, di cui una traslazionale ed 

una rotazionale, che permettono di descrivere il comportamento softe-

ning del calcestruzzo teso e la determinazione dell’apertura della fessu-
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ra anche nel caso della flessione. 

Nella soluzione del problema non lineare vengono utilizzate le fun-

zioni di forma determinate nel caso lineare e l’accuratezza della solu-

zione trovata è stata testata con l’aumento dei punti di Gauss utilizzati 

nelle necessarie integrazioni. 

Il confronto fra analisi statiche non lineari condotte con il codice di 

calcolo contenente l’elemento finito, descritto, in dettaglio, nei capitoli 

successivi, chiude il presente lavoro, mediante tests sull’affidabilità, 

sulla velocità di convergenza della soluzione e sull’onere computaziona-

le. 

Sulla base dei risultati ottenuti, vengono tratte, infine, le conclu-

sioni sul modello implementato ed i possibili sviluppi di indagini sul 

metodo. 

La buona corrispondenza raggiunta tra i risultati numerici e quelli 

sperimentali ha rappresentato, infine, la base per il progetto di future 

campagne di indagini sperimentali, da svolgere presso il Laboratorio 

Ufficiale Prove Materiali del Dipartimento di Ingegneria Civile e Am-

bientale (DICA), volte allo studio del comportamento non lineare di pi-

lastri in c.a., armati con acciai aventi differenti proprietà meccaniche.  

1.3. Contenuto della tesi 

La presente tesi è organizzata in sei capitoli più un’appendice e la di-

sposizione dei capitoli cerca di seguire la linea principale di studio. 

L’appendice include informazioni addizionali sulla ricerca e la scrit-

tura delle equazioni che governano il problema, la cui conoscenza si ri-

tiene importante ai fini della comprensione del lavoro stesso. 

Il capitolo uno contiene informazioni circa la motivazione, la meto-

dologia e gli obiettivi dello studio condotto. 

Nel secondo capitolo si illustrano e discutono brevemente le diverse 

metodologie di analisi impiegate per simulare i processi di fessurazione 

e di frattura delle travi in calcestruzzo cementizio armato nei vari ap-

procci presenti in letteratura, compreso il contesto del metodo degli e-

lementi finiti a fibre, evidenziandone i vantaggi e gli svantaggi dal pun-

to di vista numerico. 



INTRODUZIONE 31 

Nel terzo capitolo viene illustrata l’analisi del problema secondo 

l’approccio “discrete crack”, mediante l’esame del modello cinematico e 

dei legami costitutivi, compreso il complesso fenomeno di interazione 

tra l’acciaio ed il calcestruzzo, attraverso cui si trasmettono gli sforzi 

tra i due materiali e che prende il nome di “aderenza”. Viene discussa, 

inoltre, la formulazione energetica del problema, fino alla definizione 

della matrice di rigidezza degli elementi monodimensionali soggetti a 

trazione ed a flessione. Vengono, altresì, esposti diversi modelli che cor-

relano la tensione tangenziale di aderenza allo scorrimento, eviden-

ziando quello che viene utilizzato nel presente lavoro e descritto per e-

steso nel relativo paragrafo del capitolo quattro. 

Nel quarto capitolo, dopo aver richiamato la teoria alla base della 

formulazione specifica del metodo degli elementi finiti, si illustra la 

proposta di un procedimento numerico per l’analisi del quadro fessura-

tivo all’interno di un elemento monodimensionale in conglomerato ce-

mentizio soggetto a carico monotono; la strategia numerica usata può 

essere facilmente implementata nel predetto metodo, senza comportare 

profonde modifiche agli algoritmi numerici standard. In particolare, si 

illustrano in dettaglio la formulazione e l’implementazione di un ele-

mento finito monodimensionale di tipo cracked ed uncracked, in am-

biente Mathematica®. 

Nel quinto capitolo si descrive la strategia di soluzione adottata 

nell’analisi non lineare e la scelta di un metodo alla Newton - Raphson 

modificato, per la soluzione del problema dell’equilibrio. 

Nel capitolo sei si conducono alcune applicazioni numeriche, utiliz-

zando il metodo e la strategia numerica illustrata ad alcune tipiche 

prove, i cui risultati sono presenti in letteratura; chiudono il capitolo al-

cune considerazioni sulla convergenza e sulla stabilità della frattura. 

Sulla base dei risultati, vengono tratte, infine, le conclusioni sul 

modello implementato e sui possibili sviluppi di indagini sul metodo. 

 





 

 

CAPITOLO 2 

METODOLOGIE DI ANALISI 

2.1. Introduzione 

Nella progettazione di strutture in calcestruzzo cementizio armato, il 

controllo delle deformazioni gioca un ruolo fondamentale per il soddi-

sfacimento degli stati limite di esercizio. 

Per una determinazione accurata della loro deformazione, gli ele-

menti fessurati costituenti le strutture in conglomerato armato, do-

vrebbero essere descritti con le loro caratteristiche di rigidezza effettive, 

sia flessionale sia a taglio. 

Nei sistemi strutturali compositi, la cui matrice presenta un com-

portamento fragile, la fessurazione della predetta matrice e gli scorri-

menti fra le fasi costituenti il composito causano gradienti di sforzo 

talmente grandi da rendere necessaria la modellazione, dal punto di vi-

sta cinematico, di discontinuità forti nel campo degli spostamenti e de-

boli in quello delle deformazioni, in aggiunta agli usuali fenomeni dissi-

pativi descrivibili dal punto di vista costitutivo. 

Inquadrando il problema in una scala di livello macroscopico, i due 

contesti più accreditati per modellare i meccanismi di nascita e propa-

gazione di fessure appaiono quello della Meccanica della Frattura e 

quello della Meccanica del Continuo. 

La Meccanica della Frattura ha come oggetto di studio la formazio-

ne e propagazione delle fratture nei materiali fragili, in relazione alle 
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cause che le hanno generate. 

Si occupa, inoltre, di definire quello stato tensionale, superato il 

quale i microdifetti si propagano in modo repentino, fino a che il mate-

riale va in crisi per uno stato tensionale inferiore a quello di rottura. 

Tali meccanismi macroscopici di degradazione sono governati oltre 

che da fattori che intervengono nella meccanica classica, anche da altri 

fattori, quali l’energia di frattura. Assume, poi, particolare importanza 

la presenza di difetti microscopici nel materiale, che possono costituire 

l’innesco di tali processi. 

Come già detto in precedenza, nel calcestruzzo è tipica la presenza 

di micropori e discontinuità nell’interfaccia cemento-inerti, che deter-

minano una concentrazione di tensioni, agevolando l’innesco e la propa-

gazione di fessure macroscopiche. Tali fenomeni comportano la degra-

dazione delle caratteristiche meccaniche di resistenza e rigidezza del 

materiale e sono caratterizzati da un comportamento di tipo softening, 

con diminuzione dello stato tensionale per successivi incrementi di ten-

sione. 

In relazione alla modellazione della frattura, in molti materiali, 

tranne quelli perfettamente fragili, la formazione di una fessura libera 

da tensioni è preceduta da una zona definita “di processo”, in cui si svi-

luppano deformazioni anelastiche, responsabili del processo di softening 

e del degrado della resistenza. 

Tali materiali si prestano ad essere descritti mediante il modello di 

frattura coesiva. Nei modelli a frattura coesiva gli effetti anelastici ven-

gono concentrati in una interfaccia di discontinuità, dove il campo di 

spostamenti presenta discontinuità in qualche sua componente. 

Il modello di frattura coesiva venne originariamente introdotto da 

Dugdale (1960) per i materiali duttili e da Barenblatt [2] nel 1962 per 

quelli fragili. 

Le tensioni trasmesse attraverso tale interfaccia sono assegnate 

mediante una legge di softening, opportunamente tarata in funzione di 

prove sperimentali, che lega il vettore tensione all’interfaccia con il vet-

tore salto di spostamenti nell’interfaccia stessa. 

Pertanto, ad ogni incremento di salto di spostamento corrisponde 

un decremento di tensione, fino a quando si supera lo spostamento cri-
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tico e si ha la formazione di frattura libera da tensioni. 

Resta, tuttavia, il problema di quando si attiva la frattura; la stra-

tegia che generalmente si segue è quella di introdurre un criterio di at-

tivazione di interfaccia. Se viene verificato, la frattura si attiva e si 

hanno incrementi nel salto di spostamento, secondo le leggi considerate. 

Esistono in letteratura molti modi di approcciare lo studio della 

frattura e della localizzazione delle deformazioni e, pur se si vuole ten-

tare di classificare tali approci in gruppi generali, i confini tra questi 

gruppi non risulterebbero completamente chiari, poiché tali metodi 

spesso si confondono per alcuni aspetti. 

Dal punto di vista della Meccanica del Continuo, la frattura può es-

sere definita come una instabilità del materiale, legata alla localizza-

zione ed all’accumulo di intensa deformazione in ristrette bande di un 

solido (slip-lines nei metalli, shear bands nei terreni e cracks nei mate-

riali quasi fragili come il calcestruzzo). 

I processi dissipativi responsabili della degradazione del materiale, 

come il fenomeno della fessurazione, inizialmente vennero studiati per 

mezzo dell’introduzione di leggi costitutive tensione-deformazione non 

lineari, con comportamento di tipo softening, basate sulla teoria tradi-

zionale della plasticità [45] o sulla teoria del danno continuo [56, 57]. 

L’introduzione nelle leggi costitutive locali di un comportamento 

softening al crescere della deformazione consentiva di modellare i pro-

cessi di degradazione del materiale, senza abbandonare il formalismo 

teorico-numerico della meccanica classica dei mezzi continui. Tali mo-

delli potevano, infatti, essere facilmente implementati nei programmi 

agli elementi finiti esistenti, consentendo di sfruttare gli algoritmi già 

sviluppati e disponibili in questi codici. 

Successivamente, studi di stabilità e biforcazione del campo tensio-

nale [82, 87] hanno dimostrato che detti modelli presentano problemi di 

cattiva posizione a livello delle equazioni del continuo; tutto questo si 

traduce, a livello numerico, nella mancanza di oggettività nella risposta 

rispetto alla discretizzazione spaziale. 

Infatti, l’introduzione di leggi costitutive di tipo softening nel conte-

sto della meccanica del continuo induce il cosiddetto fenomeno della lo-

calizzazione delle deformazioni ovvero l’accumulazione dei processi dis-
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sipativi di plasticità e/o danno entro bande di volume finito. Questo 

conduce a patologiche conseguenze nell’implementazione nel metodo 

degli elementi finiti, in cui si osserva che la dimensione della banda di 

localizzazione dipende in maniera forte dalla dimensione caratteristica 

dell’elemento. 

Complessivamente, i principali metodi nati per la modellazione del-

la nascita e della propagazione delle fessure nelle strutture in calce-

struzzo armato possono raggrupparsi in tre grandi classi: il metodo al 

continuo con fratture distribuite (smeared crack approach), quello con 

fratture discrete (discrete crack approach), quello inquadrato all’interno 

del metodo agli elementi finiti con discretizzazione a fibre, cui possono 

aggiungersi le ulteriori classi dei metodi element-free; alcuni di questi 

vengono messi a confronto in [42, 72] e dal punto di vista numerico in 

[103], riuscendo a fare risaltare che la scelta del metodo va legata al ti-

po di problema da trattare. 

2.2. Classificazione degli approcci presenti 

in letteratura per la modellazione della 

frattura nel calcestruzzo armato 

Come introdotto al paragrafo precedente, diversi sono i contesti presen-

ti in letteratura che classificano i modelli maggiormente accreditati, dal 

punto di vista cinematico, costitutivo o numerico, per descrivere i mec-

canismi di frattura e di collasso dei materiali a livello macroscopico: la 

Meccanica della Frattura e la Meccanica del Continuo. 

All’interno di questi contesti, i tre diversi aspetti citati sopra sono 

in realtà tra loro intimamente correlati e spesso non vi è una linea net-

ta di separazione tra i diversi approcci. 

In particolare, i modelli presenti in letteratura per la simulazione 

del cosiddetto “concrete cracking”, sono generalmente basati su diffe-

renti teorie, quali ad esempio: 

 la meccanica  della frattura; 

 la meccanica del continuo (teoria della plasticità e del danno); 

 la combinazione di tali teorie. 
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La loro implementazione numerica si basa sui metodi agli elementi 

finiti di tipo standard e su quelli di tipo avanzato, maggiormente adatti 

alla rappresentazione dei cracks (extended finite element method ed 

embedded crack models, elementi di interfaccia, modelli con discretiz-

zazione a fibre). 

Nel seguito si analizzano, in dettaglio, alcuni tra i diversi modelli 

classici del “concrete cracking” ed, in particolare, quelli che da un punto 

di vista cinematico, costitutivo e numerico, possono essere raggruppati 

in tre grandi classi: 

 modelli al continuo con fratture distribuite, rientranti nello “smea-

red crack approach”, basato sulla teoria della meccanica del conti-

nuo e caratterizzato dalla dissipazione di energia lungo la banda di 

localizzazione, che dal punto di vista numerico vengono discretizza-

ti con elementi finiti standard; 

 modelli con fratture discrete, tipici del “discrete crack approach”, 

caratterizzati dall’introduzione di discontinuità nel campo degli 

spostamenti mediante la modellazione di interfacce, che dal punto 

di vista numerico si traducono nell’utilizzo di elementi finiti avan-

zati (X-FEM, ED-FEM, Interface Element, Element Free Galerkin 

Methods, Lattice Models, Discontinuous Galerkin Methods); 

 modelli FEM a fibre, basati sulla teoria della meccanica del conti-

nuo e discretizzati con elementi finiti di tipo standard. 

2.2.1. Smeared crack approach 

Nel metodo al continuo con fratture distribuite (Smeared crack appro-

ach), proposto da Rashid nel 1968, si immaginano infinite fessure con 

apertura infinitamente piccola distribuite in tutto il corpo, considerato 

un mezzo continuo. 

Detto approccio si presta molto bene ad essere implementato 

nell’ambito del metodo agli elementi finiti, poichè i comportamenti del 

continuo e delle fratture vengono trattati in maniera unica nel contesto 

della meccanica del continuo. Diversi sono i contributi presenti in lette-

ratura, tra i quali [69, 74, 92, 90]. 

Tuttavia, l’approccio al continuo con fratture distribuite non è sce-

vro da problemi. L’elemento finito attraversato esibisce la completa 
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perdita di rigidezza in corrispondenza dell’innesco della frattura. Ciò 

provoca malcondizionamenti della matrice di rigidezza globale del si-

stema, che tende a diventare singolare. Inoltre, la necessità di utilizza-

re legami costitutivi softening per simulare il decremento delle tensioni 

all’aumentare delle deformazioni, una volta superato il picco, rende la 

risposta del sistema dipendente dalla discretizzazione adottata per il 

dominio (mesh dependency). 

Dal punto di vista della determinazione dell’ampiezza della frattu-

ra, nell’ambito dello “smeared crack approach”, viene fatta la classifica-

zione in “crack band approach” [4] e “bond-slip approach” [98]. Come ri-

portato anche in [90], nel primo approccio l’ampiezza della frattura vie-

ne valutata sulla base di una equivalenza energetica in una banda di 

localizzazione detta “crack band”, mentre nel secondo viene determina-

ta attraverso il calcolo dell’aderenza-scorrimento lungo la barra in ac-

ciaio in maniera classica. 

I due precedenti approcci possono essere nuovamente riunificati at-

traverso l’introduzione del concetto di lunghezza caratteristica o effetti-

va [69] ed il calcolo dell’ampiezza della frattura viene in tal caso deter-

minato moltiplicando la deformazione principale di trazione per la pre-

detta lunghezza [98, 16]. 

In definitiva, è stato osservato che, generalmente, mentre il crack 

band approach si adatta bene ad elementi in calcestruzzo debolmente 

armati, il bond-slip approach risulta più indicato nel caso di armatura 

in quantità relativamente più alta. 

Con riferimento al calcestruzzo, al giorno d’oggi vengono utilizzati 

due modelli basati sull’approccio al continuo con fratture distribuite: il 

modello con fattura fissa (fixed-crack model) [7] e il modello con frattu-

ra rotante (rotating-crack model) [32, 53]. 

Nel primo modello non appena la tensione principale di trazione 

raggiunge il valore di resistenza a trazione del calcestruzzo, la frattura 

si forma ortogonalmente alla corrispondente direzione principale, man-

tenendo costante la propria direzione. 

Viceversa, il modello con frattura rotante prevede la possibilità che 

la direzione della frattura cambi durante il processo di carico. Il modello 

standard di frattura rotante, proposto da Cope nel 1980, è affetto da 
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problemi di stress locking. Alcuni autori nell’intento di ridurre le ten-

sioni spurie hanno usato il modello in combinazione con legami costitu-

tivi con danno. 

In [32] viene formulato un modello con frattura rotante, nel quale 

l’effetto del bond-slip viene mediato sulla lunghezza dell’elemento, coin-

cidente con quella della barra in acciaio, rendendo il modello in que-

stione consistente con l’approccio a fratture distribuite, discretizzato 

all’interno dell’ambito degli elementi finiti standard. 

In [96] viene formulato un modello con fratture distribuite con dire-

zioni rotanti, nella fase di modellazione del fenomeno di formazione di 

microfatture, mentre nella successiva fase della nascita di macrofrattu-

re vien introdotto un modello a discontinuità immerse nel campo degli 

spostamenti, sempre all’interno dell’ambito degli elementi finiti stan-

dard. 

Altra classificazione può essere fatta tra i modelli “microscopici” e 

quelli “macroscopici”. 

Nei primi vengono modificate le equazioni costituive dei materiali 

acciaio [16] o calcestruzzo nella fase post cracking, mentre nei secondi 

si fa riferimento al meccanismo di aderenza-scorrimento di tipo sempli-

ficato tra i detti materiali [36, 89, 52]. 

Sotto determinate condizioni di vincolo e di legame costitutivo 

dell’interfaccia, in [88] è stata determinata la soluzione delle equazioni 

differenziali di equilibrio che governano il comportamento di una barra 

di acciaio singola immersa nella matrice di calcestruzzo e soggetta ad 

un carico assiale di tipo generico. In tale lavoro viene utilizzato il lega-

me di aderenza proposto da [Filippou et al., 1983 b] e quello bilineare 

per l’acciaio; viene, inoltre, considerato trascurabile il contributo del 

calcestruzzo allo scorrimento relativo (caso di area di calcestruzzo 

grande rispetto a quella della barra in acciaio). 

La soluzione in forma chiusa viene ricavata solo nel caso di legame 

τ-s lineare; nel caso esponenziale ad esponente frazionario viene risolta 

mediante sviluppo in serie di funzioni. 

Nel successivo lavoro [89] viene riproposto il metodo di soluzione 

delle equazioni differenziali che governano il problema, eliminando la 

restrizione della trascurabilità del contributo della deformazione del 
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calcestruzzo allo scorrimento relativo. Viene, in definitiva, studiato il 

caso della fessurazione del provino (tirante) in acciaio e calcestruzzo 

soggetto a trazione monoassiale, verificando il buon accordo tra i risul-

tati ottenuti e quelli di prove sperimentali in laboratorio reperite in let-

teratura [13, 84, 36]. 

Già nel passato approcci basati sul modello locale di aderenza ave-

vano prodotto soluzioni in forma chiusa, solo nell’ipotesi fortemente 

semplificativa della trasformazione della relazione non lineare in una 

lineare [Lee et al., 1987] o multilineare a quattro tratti [Tassios e Yan-

nopoulos, 1981]. 

In modo analogo, in [54] viene descritta l’interazione tra acciaio e 

calcestruzzo secondo la legge esponenziale ad esponente frazionario in-

dicata in [16]; la risposta del composito calcestruzzo armato viene otte-

nuta mediante l’estensione del concetto di energia di frattura del calce-

struzzo al predetto composito, attraverso la soluzione in forma chiusa 

dell’equazione differenziale per il bond-slip, sotto condizioni al contorno 

omogenee per lo scorrimento ed il suo gradiente lineare. 

Non introducendo alcuna delle leggi di softening definite trazione-

separazione, che legano le tensioni nel calcestruzzo con una relazione 

tensione/apertura della frattura, i metodi che utilizzano modelli costitu-

tivi del calcestruzzo che tengono conto della capacità di resistenza a 

trazione del calcestruzzo integro tra due cracks (effetto noto come “ten-

sion stiffening”), possono essere inquadrati all’interno dell’approccio e-

saminato nei modelli cosidetti macroscopici; tra questi può citarsi il 

modello di tension stiffenig descritto in [94], che evidenzia la dipenden-

za del ramo softening della curva esponenziale tensione-deformazione 

dal rapporto di armatura e da quello fra i moduli elastici tra acciaio e 

calcestruzzo. 

Il predetto modello viene esteso anche al caso di trave soggetta a 

flessione, assumendo che le fessure siano ortogonali alle armature di 

acciaio, attraverso il concetto di area effettiva (zona tesa nella sezione 

soggetta a flessione) e l’utilizzo di un modello a fibre, discretizzando la 

sezione a strati, soggetti a stati di sforzio uniassiale; inoltre, viene pro-

posto un approccio semplificato per tenere conto del taglio, consideran-

do un elemento di trave alla Timoshenko assieme ad un modello bidi-
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mensionale a fratture distribuite di tipo rotante, quale quello proprosto 

da Collins e Vecchio nel 1986. 

Sempre nell’ambito dell’approccio a fratture distribuite, anche se in 

accordo al “fictitious crack model” di Hillerborg et al. [37] in relazione 

alla deteminazione dell’ampiezza massima della fessura attraverso il 

concetto dell’energia di frattura, un modello misto che combina i due 

approcci a frattura fissa e rotante, viene proposto in [78]. 

In [15] viene presentato un nuovo approccio agli elementi finiti per 

modellare l’aderenza tra acciaio e calcestruzzo. In questo modello 

l’acciaio è rappresentato da elementi “truss” circondati da calcestruzzo, 

con nodi delle meshes non necessariamente coincidenti. 

Come già precisato, la fessurazione nelle strutture in calcestruzzo 

armato è generalmente influenzata dalla distribuzione di sforzi lungo 

l’interfaccia tra acciaio e calcestruzzo. Per esempio, nel caso di un tiran-

te in calcestruzzo armato, quando appare la prima fessura nel punto 

più debole della struttura, la tensione nel calcestruzzo nella zona fessu-

rata scende a zero, mentre il carico viene totalmente trasferito alla bar-

ra in acciaio. Gli sforzi vengono progressivamente trasferiti dall’acciaio 

al calcestruzzo. 

Il tener conto di questi effetti sembra essere essenziale per la cor-

retta predizione della fessurazione nel calcestruzzo cementizio armato. 

Esistono diversi modelli per rappresentare l’aderenza tra acciaio e cal-

cestruzzo. Per esempio, Ngo e Scordelis [67] proposero degli elementi 

molla associati ad una legge lineare per collegare i nodi del calcestruzzo 

e dell’acciaio. Questi elementi di collegamento di spessore nullo, intro-

dotti all’interfaccia tra acciaio e calcestruzzo, vennero estesi permet-

tendo l’uso di leggi non lineari [21, 60, 83]. 

Nel modello proposto in [15], dopo avere evidenziato che esistono 

già speciali elementi finiti che racchiudono nello stesso elemento il 

comportamento dei materiali e l’effetto dell’aderenza (X-FEM, ED-

FEM), che, oltre alle difficoltà di creazione delle meshes, presentano un 

elevato costo computazionale, gli elementi cubici di calcestruzzo sono 

attraversati da un’unica fibra in acciaio con un solo nodo sulla barra in 

acciaio posto all’interno del cubetto; l’equilibrio delle forze di aderenza, 

calcolate attraverso il legame di aderenza - scorrimento tra acciaio e 
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calcestruzzo, viene imposto in quel punto e riportato sui nodi del cubet-

to di calcestruzzo tramite le funzioni di forma. L’eterogeneità delle ca-

ratteristiche meccaniche del calcestruzzo viene descritta mediante una 

distribuzione attorno al valore medio della resistenza del materiale 

lungo il provino monodimensionale. In un tale modello appare evidente 

che la posizione delle fessure dipende dalla distribuzione delle resisten-

ze del calcestruzzo lungo il provino (eterogeneità del materiale), mentre 

lo stato finale del processo è influenzato dalla distribuzione degli sforzi 

che nascono per effetto dell’aderenza (scelta del legame di aderenza- 

scorrimento), che ha una diretta influenza sul numero finale di fessure. 

Le limitazioni del modello proposto stanno nelle stesse ipotesi principa-

li, per la nascita ad esempio di concentrazioni di sforzi legati all’uso di 

elementi truss, eliminabili con tecniche di regolarizzazione o mediante 

l’utilizzo di regole per la creazione delle meshes, trascurando elementi 

di calcestruzzo di dimensioni inferiori al diametro della barra in acciaio. 

Nel caso di travi in calcestruzzo armato soggette a flessione, un al-

tro esempio di approccio con fratture distribuite su una lunghezza ca-

ratteristica è reperibile in [46], in cui il modello costitutivo viene appli-

cato in un metodo iterativo sugli strati in cui è discretizzata la sezione 

trasversale dell’elemento, come previsto anche in [35]. 

Nel lavoro [81] viene trattato il comportamento dell’interfaccia ac-

ciaio calcestruzzo con espresso riferimento a dati sperimentali. Forze di 

trazione o compressione su una barra di acciaio immersa inducono forze 

di interazione nella matrice di calcestruzzo che la circonda. L’adesione 

fisico chimica riesce a trasferire fra i due materiali solo carichi di mode-

sta entità, mentre carichi più elevati vengono trasferiti per mezzo 

dell’attrito e dell’ingranamento fra le particelle. Il limite di aderenza 

può essere raggiunto tramite sfilamento della barra od espulsione del 

copriferro. Il comportamento del legame di aderenza è fortemente in-

fluenzato dalla forma e dalle dimensioni delle nervature, dalla resisten-

za e composizione del calcestruzzo, dalle caratteristiche meccaniche 

dell’acciaio, dal confinamento garantito dalle armature trasversali, dal 

tipo e dalla storia di carico e dalla velocità di applicazione dello stesso. 

Infine, tra le evidenze riscontrate all’interno del presente approccio 

a fratture distribuite è stato mostrato che nei problemi di localizzazione 
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l’energia dissipata da un mezzo continuo con comportamento softening 

è nulla, fenomeno che implica la non oggettività della risposta. 

Al fine di superare tale difficoltà venne sviluppato il già citato mo-

dello, detto Crack Band Model [4], nell’ambito del quale si immagina di 

distribuire le fratture in una regione ristretta del corpo, chiamata ban-

da di localizzazione e detta ipotesi si trova in accordo con le osservazio-

ni sperimentali; per definire il legame costitutivo del continuo, in que-

sto modello l’energia di frattura definita viene distribuita nello spessore 

della banda. 

Infine, è il caso di evidenziare che l’approccio al continuo con frat-

ture distribuite può dare luogo ad una sovrastima delle tensioni tan-

genziali che si sviluppano in seno alla struttura, effetto noto con il nome 

di shear locking. Inoltre, sono richieste discretizzazioni geometriche 

molto fitte al fine di cogliere gli spostamenti, che nella banda di localiz-

zazione presentano brusche variazioni. 

2.2.2. Discrete crack approach 

L’approccio con fratture discrete è basato sul modello di frattura coesiva 

(cohesive crack model), come riportato ed ampiamente rivisto nel lavoro 

[27]. 

Questo approccio fu introdotto negli anni sessanta da [Dugdale, 

1960] e da Barenblatt [2] nel 1962; l’estensione di tale studio sulla frat-

tura al caso del calcestruzzo venne effettuata da Hillerborg et al. [37]. 

Il materiale viene caratterizzato da due coppie di leggi costitutive: 

 una relazione tensione/deformazione per il continuo non danneggia-

to, solitamente elastica o elastoplastica con incrudimento positivo; 

 una relazione tensione/apertura della frattura con comportamento 

softening per l’interfaccia. 

Per simulare la frattura duttile o fragile si introducono diverse leg-

gi di softening definite trazione-separazione del tipo: 

 su f t     
 

dove: 

 , ,n m su u u u                
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è il vettore che ha come componenti i salti di spostamento nelle va-

rie direzioni sulla superficie di interfaccia e 

 , ,s n nm nst     

è il vettore che raccoglie le tensioni che si verificano in direzione 

degli assi che orientano la frattura. 

La legge trazione-separazione per come è stata introdotta coinvolge 

tutti e tre i modi di apertura della fessura. In realtà, la relazione diven-

ta più semplice se qualche componente del salto di spostamento si può 

trascurare. Generalmente, la relazione trazione-separazione viene in-

trodotta in corrispondenza del modo I di sola separazione.  

 Modo I Modo II Modo III 

 
Figura 2.1: Modi di apertura e sollecitazione di una frattura. 

In Figura 2.1 sono rappresentati di tre possibili modi di sollecita-

zione di una fessura tradizionalmente considerati nell’ambito della 

meccanica della frattura: modo I, in cui si ha apertura della fessura in 

direzione ortogonale al piano della stessa, modo II in cui si ha scorri-

mento nel piano della fessura secondo la direzione di propagazione, e 

modo III di scorrimento nel piano della fessura in direzione ortogonale 

alla direzione di propagazione. La formazione e propagazione di una 

generica fessura è data dalla combinazione dei tre modi base menziona-

ti.La frattura risulta descritta dal seguente legame costitutivo: 
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L’idea di base è, quindi, quella di introdurre all’interno del solido 

discontinuità (elementi di interfaccia) governate dalle predette leggi di 

trazione-separazione, quando viene soddisfatto il criterio di attivazione 

scelto. 

Nell’ambito del metodo degli elementi finiti, a cui restringiamo la 

nostra attenzione, esistono due diverse strategie che consentono di in-

trodurre le discontinuità nel campo di spostamento. 

Una possibilità è quella di considerare discontinuità nel campo di 

spostamento tra le interfacce interelemento ovvero tra le interfacce po-

ste tra elementi finiti adiacenti. 

Un'altra alternativa è quella di considerare le discontinuità nel 

campo di spostamento lungo interfacce intraelemento tramite speciali 

funzioni di arricchimento dell’interpolazione agli elementi finiti. 

Questi metodi consentono di cogliere una frattura comunque orien-

tata, mantenendo la discretizzazione invariabile. Essi richiedono la de-

finizione di un metodo, che consenta di stabilire l’orientazione della 

frattura nel solido. 

Allo stato attuale esistono due grandi famiglie di metodi che arric-

chiscono la cinematica, consentendo di incorporare discontinuità forti 

intraelemento. 

In molti materiali, fatta eccezione per quelli perfettamente fragili, 

la formazione di una frattura libera da tensioni è preceduta dalla for-

mazione di una zona di processo (Fracture Process Zone, FPZ) ovvero di 

una regione caratterizzata dallo sviluppo e dalla crescita di microfessu-

re o altri difetti che riducono la coesione del materiale e sono responsa-

bili del comportamento softening. 

Per modellare questo comportamento sono comparsi i modelli di 

frattura coesiva, che assumono che gli effetti anelastici irreversibili e 

dissipativi, legati alla microfessurazione nella zona di processo, si con-

centrano in una interfaccia di spessore nullo attraverso la quale il cam-

po di spostamento presenta discontinuità in qualche sua componente e 

attraverso la quale è possibile il trasferimento di sforzi. 

Come già detto, i primi modelli di frattura coesiva risalgono ai lavo-

ri di [Dugdale, 1960] e Barenblatt [12]. Modelli di questo tipo sono stati 

proposti per i metalli e i materiali compositi con il nome di Cohesive 
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Zone Models e per il calcestruzzo sotto il nome di Fictitious Crack Mo-

dels (FCM, Hillerborg et al., 1976 [37]) (v. Figura 2.2). 

W
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Figura 2.2: Fictitious Crack Model, FCM (Hillerborg et al., 1976). 

Le trazioni trasmesse all’interfaccia sono prescritte tramite una 

legge costitutiva trazione-separazione (traction separation law), che le-

ga il vettore tensione all’interfaccia al vettore salto di spostamento, det-

to anche vettore separazione, che ha per componenti gli spostamenti re-

lativi tra i due lembi dell’interfaccia di discontinuità. In presenza di ca-

richi monotoni le tensioni all’interfaccia via via decrescono fino ad an-

nullarsi quando viene raggiunto un certo spostamento critico e 

l’interfaccia diviene libera da tensioni (traction free). I diversi processi 

dissipativi coinvolti vengono introdotti in forma fenomenologica nella 

legge costitutiva dell’interfaccia. 

Per simulare la frattura fragile o duttile sono state introdotte di-

verse leggi trazione separazione di tipo lineare, bilineare o esponenzia-

le. Nella Figura 2.3 sono rappresentate tre leggi coesive trazione -sepa-

razione stilizzate: 

(a)
[[u]]n

(b) (c)
[[u]]n [[u]]n

nnn

 
Figura 2.3: Leggi trazione-separazione a) lineare b) bilineare c) esponenziale. 
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in cui n  è la componente normale del vettore tensione e 
n

u  è la com-

ponente normale del salto di spostamento (apertura della frattura coe-

siva). 

Spesso le leggi trazione separazione vengono descritte in termini di 

due parametri indipendenti, che possono essere la resistenza a trazione 

ft e l’energia di frattura o lavoro di separazione Gf, che rappresenta il 

lavoro necessario per creare una superficie unitaria di frattura piena-

mente sviluppata, ovvero priva di tensioni. 

La scelta della legge coesiva è importante per materiali quasi fragi-

li. Nella Figura 2.4 viene rappresentato tale legame per un interfaccia 

rigido dissipativa nel caso monodimensionale. 

[[u]]n

n

Kn=

Kcr
8

[[u]]  
Figura 2.4: Curva tensione spostamento per un’interfaccia rigido-dissipativa. 

L’area sottesa dalla curva rappresenta l’energia per unità di area 

della superficie di discontinuità necessaria per avere la completa decoe-

sione del materiale e viene denominata energia di frattura per modo I. 

Nel caso generale, la filosofia è quella di introdurre un criterio di 

attivazione dell’interfaccia e di far avvenire gli incrementi negli spo-

stamenti relativi quando il criterio risulta soddisfatto. 

È possibile considerare anche un’interfaccia elasto-dissipativa. In 

questo caso, l’interfaccia ha un comportamento inizialmente elastico e 

la separazione delle superfici di interfaccia adiacenti è possibile anche 

prima che venga raggiunta la resistenza limite per la presenza di una 

parte elastica reversibile. 

Nella Figura 2.5 viene rappresentato il predetto legame tensione-

salto di spostamento per una interfaccia elasto-dissipativa. 
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Figura 2.5: Curva tensione spostamento per un’interfaccia elasto-dissipativa. 

In realtà, il fenomeno è di tipo dissipativo e l’introduzione di un’ela-

sticità iniziale non è in accordo con l’evidenza fisica. L’impiego di una 

elasticità fittizia iniziale viene effettuato solo per motivi numerici, cer-

cando di ridurre gli effetti di natura elastica trattando i coefficienti ela-

stici come parametri di penalizzazione e, quindi, cercando di fissare il 

loro valore più alto possibile in modo che il comportamento elastico ten-

da a quello rigido [102, 75]. Ovviamente, il limite di questo metodo sta 

nel fatto che la rigidezza non può essere accresciuta oltre un certo valo-

re, che dipende dalle proprietà computazionali del calcolatore e del lin-

guaggio di programmazione usato. 

Nei modelli con interfaccia rigido plastica la distribuzione delle for-

ze di coesione è sconosciuta e può essere determinata non dalla legge 

costitutiva ma dall’equilibrio. 

Esistono diversi approcci numerici che consentono di includere il 

modello di frattura coesiva nel metodo degli elementi finiti. 

L’uso del modello di interfaccia coesiva è stato inizialmente legato 

all’uso di elementi di interfaccia interelemento. In questo caso occorre 

conoscere a priori il percorso della frattura, da dati sperimentali o per-

ché suggerito dalla particolare struttura del materiale, in modo da po-

ter posizionare gli elementi di interfaccia lungo le linee di frattura po-

tenziale oppure occorre ricorrere all’uso di sofisticate tecniche di reme-

shing per poter seguire il percorso della fessura. Questo fatto costituisce 

senza dubbio un grosso svantaggio dal punto di vista computazionale. 

Nel caso di questi modelli discreti per evitare problemi numerici è spes-

so necessario introdurre un’interfaccia inizialmente elastica cercando di 

fissare la rigidezza elastica il più alta possibile compatibilmente con i 
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limiti numerici. 

In seguito alla comparsa dei cosiddetti Elements with Embedded 

Discontinuities [25], ovvero di elementi con discontinuità incorporate, in 

cui la cinematica a livello elementare viene arricchita in modo da potere 

introdurre discontinuità nel campo di spostamento all’interno dell’ele-

mento finito, il concetto di frattura coesiva è stato introdotto per descri-

vere il comportamento dell’interfaccia immersa nell’elemento finito. 

Successivamente, in seguito alla comparsa del metodo detto X-FEM 

(eXtended Finite Element Method) [8], che arricchisce la cinematica per 

mezzo del concetto di partizione dell’unità, il modello di frattura coesiva 

è stato impiegato anche in tale contesto [99]. 

In ciascuno di questi metodi si fa uso di discontinuità forti ovvero di 

discontinuità nel campo di spostamento, le quali a seconda della formu-

lazione e della strategia numerica impiegata vengono introdotte nelle 

interfacce di elementi adiacenti o vengono incorporate nella cinematica 

dell’elemento. 

Sempre nell’ambito dell’approccio in esame, è stata proposta una 

nuova formulazione per l’analisi numerica del problema della frattura, 

che si inquadra nell’ambito dei metodi "privi di elementi", per cui la di-

scretizzazione del dominio è puramente nodale, eliminando il concetto 

di connettività. La formulazione è basata sulla costruzione di funzioni 

di forma attraverso una approssimazione mobile ai minimi quadrati, 

già nota in letteratura, la cui peculiarità consiste nella definizione di un 

funzionale generalizzato dell’energia potenziale totale di tipo lagran-

giano aumentato. Tale approccio risolve, in maniera computazional-

mente efficiente, alcuni problemi tipici di questi metodi e consente di 

introdurre un grande numero di moltiplicatori lagrangiani, senza au-

mentare la dimensione del problema ed inducendone peraltro la conves-

sità. 

Tale strumento ha consentito la definizione di un nuovo modello 

per la simulazione della frattura, basato sull’imposizione di condizioni 

di interfaccia in corrispondenza dei lembi di una "frattura virtuale". 

In [22] viene presentato un modello coesivo che, partendo da un 

metodo “meshless” quale l’Element Free Galerkin Method, introduce un 

esempio di frattura discreta di tipo coesivo, costituita da segmenti 
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(crack segments) che passano attraverso i nodi. 

In [66] è apparso interessante il modello cinematico di fessura fles-

sionale discreta, descritto dalla rotazione rigida tra le facce del crack 

attorno all’apice della fessura; tale rotazione rigida è correlata allo scor-

rimento che si verifica tra le barre in acciaio e le facce della fessura nel 

calcestruzzo ed alla distanza delle barre dall’apice della fessura. 

Un modello con fratture discrete basato sul concetto di crack coesi-

vo/fittizio, che utilizza elementi di interfaccia con legami costitutivi bi-

lineari con softenig, viene presentato in [102]. 

In linea del tutto generale, relativamente alla frattura coesiva nel 

calcestruzzo, dall’esame del legame costituivo a trazione del calcestruz-

zo si nota che è ancora capace di trasmettere tensioni nonostante sia 

stata superata la tensione a rottura.  

Tale fenomeno è dovuto essenzialmente alla resistenza fornita dagli 

inerti di collegamento presenti nella miscela cementizia, che si trovano 

lungo la fessura e che contribuiscono in qualche modo a limitare 

l’ampiezza della fessura stessa. 

In corrispondenza della fessura, in particolare nell’intorno della 

punta della fessura (“crack tip”), si verificano fenomeni non lineari qua-

li plasticizzazione della sezione e microfessurazione.  

Secondo il modello coesivo, questo processo inelastico localizzato 

può essere rappresentato dalla “zona di processo”, consistente in un si-

stema di microfessure più o meno parallele tra loro, ma discontinue e 

normali alla direzione del carico. 
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Figura 2.6: Meccanismi di fessura coesiva nel calcestruzzo e modello softening. 

Dalla Figura 2.6 si evince che è possibile distinguere due zone: una, 

detta zona coesiva, danneggiata ma dove vengono ancora trasmesse 

tensioni da una parte all’altra della frattura (w < wf); l’altra dove è av-

venuta la completa apertura (w > wf) e risulta perciò scarica. 

Una grandezza importante, atta a descrivere la resistenza del cal-

cestruzzo a trazione, è rappresentata dall’energia di frattura Gf, che 

non dipende dal volume del corpo, ma solo dalla superficie fratturante. 

Essa rappresenta, inoltre, una caratteristica intrinseca del mate-

riale e definisce il lavoro necessario per far propagare di un’area unita-

ria la frattura. Data tale definizione, l’energia di frattura si calcola con 

la seguente espressione: 

0

fw

fG dw   

che rappresenta l’area sottesa dalla curva definita dalla relazione ten-

sione/apertura della frattura, dove  è la tensione normale trasmessa e 

w è l’apertura della frattura. 

La distribuzione di tensione si suppone essere uguale alla tensione 
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a trazione ultima in corrispondenza del vertice della fessura fittizia e 

decresce fino ad annullarsi, seguendo la legge del softening del materia-

le adottata; il valore zero si ha in corrispondenza dell’apice della fessura 

reale, dove l’apertura della fessura è uguale all’apertura critica wf. 

L’estremità della fessura fittizia si propaga quando il criterio di at-

tivazione di interfaccia nella direzione indagata viene soddisfatto.  

L’estremità della fessura reale si propaga quando l’apertura della 

fessura è uguale o più grande rispetto all’apertura critica della fessura 

wf e segue il percorso definito dalla fessura fittizia. 

Si può notare che il modello coesivo trova giustificazione nel com-

portamento del calcestruzzo, il quale è ancora capace di trasferire ten-

sioni una volta superata la resistenza a trazione. 

Nel caso di cemento armato, il ramo di softening può essere modifi-

cato sommando alla resistenza offerta dagli inerti il contributo dovuto 

alla trazione assorbita dal calcestruzzo compreso tra due fessure per 

l’aderenza con le barre d’acciaio. Questo è l’approccio generalmente uti-

lizzato nelle analisi agli elementi finiti, che nell’algoritmo utilizzato im-

plementano un legame costitutivo del calcestruzzo teso in grado di mo-

dellare il fenomeno del tension stiffening. 

In generale, con specifico riferimento all’approccio in questione, i 

fattori che influenzano l’ampiezza delle fessure possono individuarsi 

nella tensione nell’acciaio in corrispondenza della sezione fessurata, nel 

diametro della barra, nel copriferro, nella percentuale meccanica di ar-

matura, nell’altezza della sezione dell’elemento considerato e nel tipo di 

carico. 

Tra i fattori che influenzano, invece, la spaziatura delle fessure e 

cioè la distanza tra due fessure consecutive, è possibile ricordare 

l’aumentare della resistenza a trazione del calcestruzzo e del diametro 

delle barre, la tensione di aderenza, la percentuale di acciaio ed il coef-

ficiente di omogeneizzazione.  

Partendo dal modello presentato in [104] ed esteso in [105] median-

te l’eliminazione della precedente ipotesi restrittiva del considerare tra-

scurabile il contributo del calcestruzzo allo scorrimento relativo (caso di 

area di calcestruzzo grande rispetto a quella della barra in acciaio), uno 

degli stessi autori ha proposto in [106] un modello con fratture discrete 
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nato dall’assemblaggio di elementi integri, comprendenti l’approccio del 

fenomeno del bond-slip [104, 105], con elementi di interfaccia con com-

portamento softening, tra le facce della frattura nel cilindro di calce-

struzzo, modellati tramite molle non lineari; in tale lavoro la rigidezza 

della molla viene posta pari a zero, per simulare il brusco decadimento 

della resistenza del calcestruzzo teso in tale zona di processo. 

In [106] si è, quindi, analizzato il complesso fenomeno del contribu-

to irrigidente del calcestruzzo teso, denominato tension stiffening, in un 

elemento di calcestruzzo armato soggetto ad uno sforzo di trazione ap-

plicato alle barre in acciaio. 

Tale elemento si ipotizza composto da una barra in acciaio circon-

data da un cilindro in calcestruzzo. Per effetto dell’applicazione di una 

forza di trazione ad entrambi gli estremi della barra si produce una 

tensione variabile lungo la barra ed il calcestruzzo, dovuta alle tensioni 

tangenziali che agiscono all’interfaccia comune tra i suddetti componen-

ti. Al crescere del carico applicato, le deformazioni e gli sforzi nel cilin-

dro in calcestruzzo aumentano e ad un certo livello di carico si raggiun-

gerà il criterio di “rottura”. Il fenomeno del cracking causa la ridistribu-

zione delle tensioni e delle deformazioni, come pure un considerevole 

incremento dell’allungamento del composito dovuto all’apertura del 

crack e come conseguenza la rigidezza dello stesso composito decresce. 

Ulteriori incrementi del carico possono produrre nuovi cracks. La fase 

di carico termina quando la barra si snerva agli estremi ed in corri-

spondenza delle sezioni fessurate. Questo continuo processo di varia-

zione della rigidezza con il carico applicato è stato formulato in un nuo-

vo modello monodimensionale, che produce una stima completa della 

variazione degli sforzi e degli spostamenti nel calcestruzzo e nella barra 

in acciaio; riesce anche a localizzare i cracks che sono di tipo “discrete” e 

la loro ampiezza ad ogni livello di carico. 

2.2.3. Il modello FEM a fibre 

Tra i modelli classici presenti in letteratura sono diffusi anche quelli di 

elemento trave multifibre, utilizzati per analisi non lineari di strutture 

in calcestruzzo cementizio armato, nell’ambito del metodo degli elemen-

ti finiti in ingegneria sismica [61, 33]. 
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In tali casi, generalmente, il costo computazionale delle analisi vie-

ne ridotto dall’uso di una cinematica globale di trave per tutte le fibre, 

per le quali si possono utilizzare i relativi modelli costitutivi di tipo non 

lineare. 

Il modello costitutivo del calcestruzzo deve, comunque, tenere conto 

dei fenomeni quali la riduzione della rigidezza del materiale dovuta alla 

fessurazione ed il suo parziale recupero a seguito della chiusura delle 

fessure, l’accumulo di deformazione plastica concomitante al danno, il 

degrado della resistenza a trazione, etc.. 

 
Figura 2.7: Modello costitutivo monodimensionale per il calcestruzzo. 

Nel lavoro [19] gli autori hanno analizzato il complesso fenomeno 

della modellazione delle strutture in calcestruzzo armato soggette ad 

azione sismica. 

A causa della complessità del comportamento dei materiali costi-

tuenti e delle strutture, l’attenzione è stata rivolta allo sviluppo di mo-

delli accurati e stabili computazionalmente, del tipo ad elementi finiti, 

con l’uso di modelli semplificati a fibre e con l’ulteriore uso di macroe-

lementi che tengano conto dell’interazione terreno struttura. 

Il legame costitutivo dell’acciaio usato è del tipo elasto plastico in-

crudente (incrudimento cinematico non lineare), mentre quello del cal-

cestruzzo cerca di tenere in conto la diminuzione di rigidezza dovuta 

all’apertura delle fessure la sua ripresa nel caso di chiusura delle stes-

se, in aggiunta alla deformazione inelastica dovuta al danno; in tal sen-
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so viene utilizzato un modello di danno scalare. 

Pur includendo aspetti che sono tipici degli altri approcci presenta-

ti, nel lavoro [73] della bibliografia gli autori hanno analizzato il com-

plesso fenomeno della crisi del materiale degli elementi delle strutture 

in calcestruzzo armato, mediante il CSDA (Continuum Strong Disconti-

nuity Approach) e la mixture theory, considerando il calcestruzzo arma-

to come un composito di calcestruzzo non armato (matrice) e due fasci 

di lunghe fibre ortogonali. 

Secondo l’ipotesi di base della mixture theory un composito è un 

continuo nel quale ogni volume infinitesimo è occupato simultaneamen-

te da tutti i componenti. 

Il modello bidimensionale di composizione degli sforzi prevede 

l’assunzione di un sistema meccanico in parallelo in cui tutti i compo-

nenti sono soggetti alle deformazioni del composito ed i corrispondenti 

sforzi del composito sono dati dalla somma pesata (in termini di frazio-

ne di volume) degli sforzi di ogni componente. 

Per la matrice in calcestruzzo sono previsti due distinti modelli co-

stitutivi per i distinti casi di danno in trazione ed in compressione. 

Per le barre in acciaio è stato previsto il modello elasto - plastico 

uniassiale e quello composto cosiddetto slipping - fiber model (axial re-

sisting + bond slip model). 

Il modello prevede anche il cosiddetto “effetto dowel”, che compone 

il contributo di due fenomeni fondamentali: la flessione della barra do-

vuta all’apertura della fessura ed il taglio che si trasferisce direttamen-

te sulla barra. 

Nella tesi [33] è stato analizzato il complesso fenomeno della fessu-

razione di travi in cemento armato soggette a flessione, attraverso una 

modellazione agli elementi finiti. 

A tale scopo sono stati implementati degli algoritmi che consentono 

di seguire il comportamento non lineare delle sezioni dalla fase integra 

alla fase fessurata fino al collasso. 

Partendo dalla definizione delle caratteristiche geometriche e mec-

caniche delle membrature, gli algoritmi consistono nel verificare, per 

ogni sezione in cui la membratura è stata discretizzata, l’equilibrio e la 

congruenza dello stato tensionale mediante procedimenti di tipo iterati-
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vo. Il comportamento a trazione del calcestruzzo è stato modellato con 

una legge di tipo strain-softening, secondo la meccanica della frattura 

coesiva. 

Il modello consente di ricavare, oltre lo stato tensionale rappresen-

tato da tensioni normali e tensioni tangenziali, informazioni relative al-

la sezione fessurata, quali componente orizzontale e verticale 

dell’ampiezza della fessura al variare del carico, angolo di inclinazione 

della frattura, nonché stimare la possibile evoluzione della frattura per 

carico variabile in maniera monotonamente crescente. 

L’accuratezza del modello implementato è stata provata confron-

tando i risultati numerici con quelli della campagna sperimentale con-

dotta da Leonhardt e Walter, relativi a travi semplicemente appoggiate 

e caricate nella modalità “four point bending”. 

Dall’analisi del predetto lavoro [33] è possibile evidenziare come 

molti aspetti sono comuni ad altri approcci e vengono utilizzati in ma-

niera mista. 

Tra le ipotesi assunte alla base del modello vi sono quella cinemati-

ca di trave di Eulero-Bernoulli, quella di di assenza di flessione deviata 

e quella di piccoli spostamenti e piccoli gradienti di spostamento, men-

tre le non linearità non considerate sono il fenomeno dell’aderenza -

scorrimento fra acciaio e calcestruzzo che circonda la barra, il contribu-

to degli inerti in corrispondenza della fessura, il trasferimento delle 

tensioni da calcestruzzo fessurato ad acciaio ed il ritiro, la viscosità e la 

variazione di temperatura. 

Nel caso in esame l’apertura di una fessura rappresenta una di-

scontinuità nel campo di spostamento e la detta discontinuità è consi-

derata equivalente ad una deformazione plastica spalmata per la di-

stanza delle fessure. 

Riassumendo, ancora, nel suddetto lavoro è stato affrontato il pro-

blema della fessurazione eseguendo una modellazione non lineare agli 

elementi finiti, con discretizzazione della sezione a fibre. 

Il modello di frattura utilizzato è quello coesivo con legge trazione -

separazione di tipo “strain-softening”, tipico dell’approccio a fratture di-

stribuite. I modelli costitutivi impiegati sono quelli di Sargin, per quan-

to riguarda il comportamento a compressione del calcestruzzo e quello 
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elasto-plastico incrudente, per quanto riguarda il comportamento a tra-

zione dell’acciaio.  

Le tensioni del calcestruzzo in zona tesa vengono ricavate risolven-

do un problema di plasticità, mediante il quale si ottengono le informa-

zioni relative alla sezione fessurata, quali tensioni normali e tangenzia-

li nella frattura, angolo di frattura e componente orizzontale relativa 

all’apertura delle fessure. I criteri di frattura utilizzati sono rispettiva-

mente quello di Rankine (per simulare il modo di sola apertura) e quello 

della curva intrinseca (per simulare il modo di apertura e scorrimento). 

Per entrambi i criteri è stato sviluppato e programmato un algoritmo 

iterativo che consente di determinare la giacitura di frattura. 

Il modello è stato applicato alla trave “four point bending” della ti-

pologia ET1 delle prove di Leonhardt e Walter. Si sono confrontati i ri-

sultati restituiti dal modello con i dati desunti dalle prove sperimentali.  

La direzione delle fessure risulta in discreto accordo, almeno fino a 

che le stesse non raggiungono la quota dell’asse neutro. Al di sopra del-

lo stesso e, comunque, per carichi prossimi al collasso intervengono altri 

fenomeni, quali l’insorgenza di fratture secondarie e biforcazioni della 

frattura, che non sono contemplate nella trattazione. 

Il modello è limitato ai carichi monotonamente crescenti. Si potreb-

be, quindi, estendere l’analisi anche a carichi variabili indagando così 

l’aspetto relativo allo scarico. 

Dalle risultanze ottenute si è visto che i due criteri di frattura non 

portano a differenze sostanziali per quanto riguarda il calcolo delle ten-

sioni. Alcune differenze si sono notate per l’angolo di frattura e le ten-

sioni da taglio lungo la fessura, ma comunque molto contenute. Il crite-

rio di Rankine, pertanto, si è dimostrato più semplice da gestire e più 

realistico della curva intrinseca.  

Ampia diffusione nel passato per la semplicità concettuale del mo-

dello, è la classe dei metodi semplificati alle differenze finite [Cosenza 

et al., 1997, [Aiello et al., 2000], che assumono nella discretizzazione a 

macrofibre della sezione trasversale, un’area efficace di calcestruzzo te-

so che circonda le armature principali ed in cui l’interazione tra i rin-

forzi in FRP e la matrice in calcestruzzo viene modellata con le espres-

sioni analitiche risultanti dai tests di aderenza disponibili in letteratu-
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ra. 

Come già riportato nel paragrafo 2.2.1, il modello di tension stiffe-

nig descritto in [94] viene esteso anche al caso di trave soggetta a fles-

sione, assumendo che le fessure siano ortogonali alle armature di accia-

io, attraverso il concetto di area effettiva (zona tesa nella sezione sog-

getta a flessione) e l’utilizzo di un modello a fibre, discretizzando la se-

zione a strati, soggetti a stati di sforzio uniassiale; inoltre, viene propo-

sto un approccio semplificato per tenere conto del taglio, considerando 

un elemento di trave alla Timoshenko assieme ad un modello bidimen-

sionale a fratture distribuite di tipo rotante, quale quello proprosto da 

Collins e Vecchio nel 1986. 

In [93] viene proposto un modello a fibre agli spostamenti, in cui 

viene sottolineata l’importanza dell’uso dei modelli dell’effetto aderen-

za-scorrimento nell’analisi di elementi in calcestruzzo. Viene considera-

ta l’unione di una trave in calcestruzzo, basata sulla teoria di Eulero 

Bernoulli, con immerse barre includenti il fenomeno del “bond-slip”. 

Nell’approccio agli spostamenti vengono utilizzate funzioni di forma li-

neari per le barre con bond-slip e cubiche per la trave in calcestruzzo. 

Nell’ambito della meccanica del continuo e della discretizzazione a 

fibre della sezione trasversale, viene presentato in [61] un modello di 

trave alla Eulero Bernoulli, con conservazione della sezione piana, che 

include con una relazione esplicita l’effetto aderenza-scorrimento tra le 

barre in acciao e la matrice in calcestruzzo; il predetto modello può in-

quadrarsi nell’ulteriore classificazione in modelli distribuiti, a differen-

za di quelli concentrati. 

La distanza fra due fessure viene posta uguale a quella fra le staffe 

in accordo all’evidenza sperimentale e nel modello viene introdotto il 

concetto di area effettiva di calcestruzzo teso, proporzionale al coprifer-

ro ed al diametro delle barre di armatura. 

La discretizzazione del sub-elemento monodimensionale tra due 

cracks viene effettuata numericamente alle differenze finite classiche, 

mentre per l’elemento intero viene costruita una matrice di rigidezza, 

basata sui momenti di inerzia medi dei sub-elementi che la formano. 

Mediante l’introduzione di una legge di aderenza-scorrimento di ti-

po lineare, in [68] viene eliminato il precedente peso computazionale 
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della discretizzazione del sub-elemento alle differenze finite e viene in-

trodotto, in tal modo, un nuovo modello di trave soggetta a flessione, 

con sezione trasversale a strati in calcestruzzo armato, che include gli 

effetti dell’aderenza-scorrimento tra le barre in acciaio e la matrice in 

calcestruzzo, mantenendo, comunque, i lati positivi e quelli negativi del-

le discretizzazioni a fibre. 

Basata sulle ipotesi del modello di [Newmark et al., 1951] per le 

travi composte acciaio-calcestruzzo in parziale interazione, nel contri-

buto [30] viene presentata una soluzione in forma chiusa della matrice 

di rigidezza e del vettore delle forze nodali equivalenti, di facile adat-

tamento al caso di trave soggetta a flessione a semplice armatura, in-

cludente il fenomeno dell’aderenza-scorrimento, in un modello agli spo-

stamenti. 

 





 

 

CAPITOLO 3 

ANALISI SECONDO 

L’APPROCCIO “DISCRETE 

CRACK” 

3.1. Introduzione 

In questo capitolo viene illustrata l’applicazione dell’approccio “Discrete 

Crack” al caso degli elementi strutturali monodimensionali compositi, 

costituiti da una matrice in calcestruzzo e da un insieme di fibre longi-

tudinali di acciaio, interconnesse con elementi di interfaccia che simu-

lano il fenomeno dell’aderanza - scorrimento tra i predetti elementi del 

composito, sfruttando una formulazione energetica del problema. 

Vengono poi evidenziate e valutate le implicazioni che nascono nel-

la modellazione del problema, in seguito all’introduzione di una cinema-

tica discontinua. 

Come già introdotto al precedente paragrafo 2.2.2., verranno ana-

lizzati ed arricchiti i fondamenti teorici del modello, al fine di seguire 

l’andamento del comportamento “non lineare” delle sezioni in calce-

struzzo armato dalla fase integra alla fase fessurata fino al collasso. 

Considerando le ipotesi alla base dei modelli inquadrati nell’approc-

cio a fratture discrete, quali quelle di trave di Eulero-Bernoulli, di as-

senza di flessione deviata, di piccoli spostamenti e di piccoli gradienti di 

spostamento ed, infine, di interazione parziale acciaio-calcestruzzo se-
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condo il modello di Newmark et al. (1951), ai fini della scrittura e della 

soluzione delle equazioni di equilibrio del problema, è possibile inqua-

drare il caso in esame nell’ambito dell’approccio alle discontinuità forti 

(SDA) dal punto di vista cinematico, del metodo degli elementi con di-

scontinuità immerse (EED) dal punto di vista numerico e del modello di 

attivazione dell’interfaccia di tipo coesiva (CCM) dal punto di vista co-

stitutivo. 

Allo stato attuale si è tenuto conto dell’interazione armature - cal-

cestruzzo, mediante la modellazione del fenomeno dell’aderenza (bond 

stress) - scorrimento (slip) tra acciaio e calcestruzzo, mentre si è trascu-

rato il contributo degli inerti in corrispondenza delle fessure, il trasfe-

rimento delle tensioni da calcestruzzo fessurato ad acciaio snervato e 

l’effetto di fenomeni dipendenti dal tempo, quali ritiro, viscosità e va-

riazioni di temperatura. 

Lo sviluppo di un modello di elemento finito capace di cogliere, in 

modo “efficace” dal punto di vista della completezza della modellazione 

ed “efficiente” dal punto di vista computazionale, in tutto od in parte ta-

li fenomeni, in ambito tanto globale quanto locale, rappresenta, come 

già detto, la motivazione del presente lavoro. 

 
Figura 3.1: Caratterizzazione dei tipi di elementi finiti. 
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Come schematicamente indicato nella Figura 3.1 e descritto in det-

taglio nel successivo capitolo 4., il risultato dell’attività di ricerca è sta-

to finalizzato all’individuazione, modellazione ed implementazione nu-

merica di un elemento finito complesso (CFE - Complex Finite Element) 

a partire dall’elemento finito di base (BFE - Basic Finite Element) costi-

tuito da elementi finiti elementari (EFE - Elementary Finite Element), 

che verrano studiati attraverso gli elementi differenziali (DE - Differen-

tial Element). 

Nella trattazione che segue verranno illustrati graficamente sia il 

caso dell’elemento soggetto a trazione (TM - Tension Member) sia quello 

soggetto a flessione (FM - Flexural Member). 

In particolare, nel caso dell’elemento soggetto a trazione, lo schema 

per il BFE-TM è illustrato nella Figura 3.2, che riporta anche le azioni 

che possono agire sullo stesso, applicate direttamente all’acciaio (s) e/o 

al calcestruzzo (c) nelle sezioni di estremità dell’elemento (azioni con-

centrate) ed al calcestruzzo attraverso la superficie laterale del provino 

(g - carico assiale linearmente distribuito). 

 
Figura 3.2: Elemento finito di base soggetto a trazione (BFE-TM). 

Quest’ultimo può essere discretizzato in elementi finiti elementari 

(EFE-TM), il cui schema è riportato nella Figura 3.3. 
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Figura 3.3: Elemento finito elementare soggetto a trazione (EFE-TM). 

La studio analitico degli elementi di lunghezza infinitesima dx con-

tenuti nell’elemento finito elementare (EFE-TM), verrà effettuato a 

partire dallo schema di elemento differenziale (DE-TM) rappresentato 

nella Figura 3.4. 

 
Figura 3.4: Elemento differenziale soggetto a trazione (DE-TM). 
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Il modello meccanico dell’EFE-TM è rappresentato nella Figura 3.5, 

nella quale sono evidenziati i carichi distribuiti agenti sulla superficie 

laterale del calcestruzzo e le rispettive forze nodali equivalenti ai detti 

carichi; sono anche riportate le molle non lineari che schematizzano il 

legame tensione di aderenza - scorrimento locale esistente a livello di 

interfaccia e riportato in scala nodale. 

 
Figura 3.5: Modello meccanico dell’EFE-TM. 

Per il caso di elemento monodimensionale soggetto a trazione (TM-

Tension Member), sono stati implementati in ambiente Mathematica® 

e Matlab® gli algoritmi che consentono di studiare la risposta del calce-

struzzo teso attraverso l’applicazione di uno spostamento impresso in-

crementale ad un estremo della barra immersa in esso e/o all’intera se-

zione terminale del composito calcestruzzo armato (analisi a controllo di 

spostamento), per le fasi di elemento uncracked e/o cracked; è stata in-

trodotta anche la possibilità di caricare il provino con azioni tangenziali 

applicate sulla superficie esterna del cilindro cavo di calcestruzzo. 

In analogia al precedente, è stato analizzato ed approfondito il caso 

di elemento monodimensionale soggetto a flessione (FM-Flexural Mem-

ber) fino alla fase di incipiente formazione della frattura discreta, at-

traverso la studio del modello cinematico e dei legami costitutivi, com-

preso la scrittura della formulazione del problema in termini di spo-

stamenti. 
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In particolare, nel caso dell’elemento soggetto a flessione, lo schema 

per il BFE-FM è riportato nella Figura 3.6 sia per la doppia armatura 

(DR), sia per la semplice armatura (SR), dove sono rappresentate anche 

le azioni che possono agire sullo stesso, applicate direttamente all’ac-

ciaio superiore (sc) ed inferiore (st) e/o al calcestruzzo (c) nelle sezioni di 

estremità dell’elemento (azioni concentrate). 

 
Figura 3.6: Elemento finito di base soggetto a flessione (BFE-FM). 

Quest’ultimo può essere discretizzato in elementi finiti elementari 

(EFE-FM), il cui schema è illustrato nella Figura 3.7 per il caso di dop-

pia armatura (DR). 

 
Figura 3.7: Elemento finito elementare soggetto a flessione (EFE-FM/DR). 
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La studio analitico degli elementi di lunghezza infinitesima dx con-

tenuti nell’elemento finito elementare (EFE-FM), verrà effettuato a 

partire dallo schema di elemento differenziale (DE-FM) in Figura 3.8, 

per il caso della doppia armatura (DR). 

 
Figura 3.8: Elemento differenziale soggetto a flessione (DE-FM/DR). 

La Figura 3.9 rappresenta il modello meccanico dell’EFE-FM (DR), 

nel quale sono riportate le molle non lineari che schematizzano il lega-

me tensione di aderenza - scorrimento locale esistente a livello di inter-

faccia e riportato in scala nodale. 

 
Figura 3.9: Modello meccanico dell’EFE-FM (DR). 
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In maniera del tutto analoga al caso della doppia armatura, gli 

schemi del modello meccanico per il caso della semplice armatura (SR) 

sono illustrati nella Figure 3.10, 3.11 e 3.12. 

In particolare, l’EFE-FM viene riportato in Figura 3.10. 

 
Figura 3.10: Elemento finito elementare soggetto a flessione (EFE-FM/SR). 

Nella Figura 3.11 è rappresentato lo schema di elemento differen-

ziale (DE-FM). 

 
Figura 3.11: Elemento differenziale soggetto a flessione (DE-FM/SR). 

Infine, in Figura 3.12 è rappresentato il modello meccanico 

dell’EFE-FM (SR), dove le molle non lineari schematizzano il legame 

tensione di aderenza - scorrimento locale esistente a livello di interfac-
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cia e riportato in scala nodale. 

 
Figura 3.12: Modello meccanico dell’EFE-FM (SR). 

Anche per il caso di elemento monodimensionale soggetto a flessio-

ne (FM-Flexural Member), sono stati implementati in ambiente Ma-

thematica® e Matlab® gli algoritmi che consentono di studiare la rispo-

sta del calcestruzzo attraverso l’applicazione di spostamenti generaliz-

zati impressi incrementali ad un estremo delle barre (T) e/o (C) immer-

se in esso e/o all’intera sezione terminale del composito calcestruzzo 

armato (analisi a controllo di spostamento), per l’elemento uncracked 

fino alla fase di incipiente formazione della frattura discreta. 

3.2. Modello cinematico 

Nel corso della presente trattazione si sono esaminati i casi di elementi 

monodimensionali soggetti a trazione e a flessione, partendo dalla defi-

nizione dei loro modelli cinematici. 

In particolare, assunto che nel primo caso l’elemento studiato è 

rappresentato da un cilindro cavo assialsimmetrico di lunghezza L, con 

immersa in posizione baricentrica una singola barra di armatura, il 

modello adottato prevede un continuo composito con due fasi separate 

(calcestruzzo - matrice ed acciaio - fibra) unite attraverso un’interfaccia 

deformabile di spessore nullo (v. Figure 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5). 

Ogni fase, come pure l’interfaccia, è caratterizzata da una propria 
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caratteristica costitutiva. 

I gradi di libertà scelti sono rappresentati dagli spostamenti assiali 

dell’acciaio e del calcestruzzo, variabili lungo l’ascissa x letta sul siste-

ma di riferimento assunto con origine sull’estremo sinistro dell’ele-

mento discretizzato e posto sulla retta che ne congiunge i due estremi 

(v. Figura 3.5). 

Sotto le ipotesi di piccoli spostamenti e di piccoli gradienti di spo-

stamento, le corrispondenti deformazioni assiali infinitesime sono date 

dal gradiente primo dei suddetti spostamenti rispettivamente dell’ac-

ciaio e del calcestruzzo. 

In maniera del tutto analoga, per la descrizione dell’elemento sog-

getto a flessione (v. Figura 3.6, 3.7 e 3.10), si assume che esso sia rap-

presentato da una trave del tipo alla Eulero-Bernoulli in composito cal-

cestruzzo (matrice) ed acciaio (fibre), di lunghezza L e con sezione tra-

sversale in calcestruzzo piana e che rimane tale nel corso dei processi di 

deformazione. 

Anche in questo caso le due fasi separate del continuo composito 

sono unite attraverso un’interfaccia deformabile di spessore nullo, sia 

nella zona soggetta a trazione (T) sia in quella soggetta a compressione 

(C) ed ogni fase, come pure l’interfaccia, è caratterizzata da un proprio 

comportamento costitutivo. 

I gradi di libertà scelti sono rappresentati dagli spostamenti assiali 

delle barre in acciaio in zona tesa (T) e compressa (C), da quello assiale 

del calcestruzzo in corrispondenza del baricentro della sezione trasver-

sale in calcestruzzo, dalla rotazione della medesima sezione e dallo spo-

stamento verticale della linea d’asse baricentrica dell’elemento in calce-

struzzo, variabili lungo l’ascissa x letta sul sistema di riferimento as-

sunto con origine sull’estremo sinistro dell’elemento discretizzato e po-

sto sulla retta che congiunge i due estremi (v. Figura 3.7). 

Sotto le ipotesi di piccoli spostamenti e di piccoli gradienti di spo-

stamento, le corrispondenti deformazioni generalizzate infinitesime so-

no date dal gradiente primo dei suddetti spostamenti generalizzati, co-

me indicati sopra. 

Nel modello cinematico di interfaccia alla Newmark et al. (1951), 

sia nel caso di elemento soggetto a trazione sia in quello soggetto a fles-
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sione, gli scorrimenti in zona tesa (T) ed in zona compressa (C) possono 

definirsi ad ogni punto di ascissa x come la differenza tra lo spostamen-

to dell’acciaio in quel punto e quello corrispondente del calcestruzzo, 

deducibili nel caso lineare dal prodotto delle deformazioni a taglio in 

corrispondenza delle interfacce per gli spessori equivalenti dell’elemen-

to monodimensionale considerato, secondo la seguente espressione: 

EQ
s = t  

essendo s lo scorrimento,  la deformazione a taglio e tEQ lo spessore e-

quivalente. 

3.3. Legami costitutivi 

Il comportamento costitutivo dei materiali viene definito, attraverso il 

loro potenziale elastico ed inelastico, mediante le note leggi tratte dalla 

letteratura al riguardo. 

Nel caso in esame, in particolare, si suppone che l’acciaio abbia un 

comportamento elastoplastico con incrudimento lineare isotropo positi-

vo o nullo, ricadendo in quest’ultimo caso nella plasticità perfetta. 

 
Figura 3.13: Legame costitutivo acciaio. 

In relazione al calcestruzzo, poiché la presente trattazione è rivolta 

prevalentemente all’analisi del suo comportamento a trazione, il pre-

detto materiale potrebbe essere considerato elastico lineare sia a tra-

zione sia a compressione, ma nella formulazione del problema e nella 
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successiva implementazione nel metodo degli elementi finiti, verrà e-

sposto il caso più generale di comportamento non lineare a compressio-

ne, secondo il modello di Kent e Park modificato. 

 
Figura 3.14: Legame costitutivo calcestruzzo. 

Per il modello di interfaccia tra acciaio e calcestruzzo, la tensione 

tangenziale di aderenza dovuta allo scorrimento viene definita attra-

verso la legge suggerita nel CEB-FIP Model Code 90 (1993), con una 

modifica nel tratto iniziale non lineare attraverso una legge che riduce 

la rigidezza iniziale del predetto tratto, da un valore infinito ad uno fi-

nito ancorchè elevato. 

Viene, dunque, introdotta una legge di variazione logaritmica della 

tensione di aderenza in funzione dello scorrimento, con un contenuto 

energetico pressoché coincidente, discostandosi da quello presentato nel 

predetto Codice di solo alcuni punti percentuali. 

 
Figura 3.15: Legame costitutivo interfaccia acciaio - calcestruzzo. 
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In relazione, infine, all’interfaccia immersa nel calcestruzzo a se-

guito della relativa attivazione, la trattazione teorica adottata in questa 

tesi, seguendo un approccio ‘non regolarizzato’, in cui il campo di spo-

stamento è discontinuo e il campo di deformazione è una distribuzione 

singolare, considera esplicitamente la legge costitutiva discreta trazione 

separazione (di tipo lineare, bilineare, multilineare od esponenziale) al-

l’interfaccia immersa ed il regime delle discontinuità forti viene effetti-

vamente raggiunto. Il fenomeno della formazione di una frattura coesi-

va viene trattato come un fenomeno discreto, ma contenuto nel contesto 

di un modello continuo. 

L’implementazione nel metodo degli elementi finiti viene, dunque, 

sviluppata a partire dalla trattazione presentata, in cui viene conside-

rata in maniera esplicita la legge discreta trazione separazione all’in-

terfaccia. 

 
Figura 3.16: Legame trazione - separazione interfaccia. 

L’esame completo dei legami costitutivi utilizzati è riportato nei re-

lativi paragrafi 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3. 

3.4. Formulazione energetica del problema 

In questo paragrafo viene illustrata la formulazione energetica del pro-

blema dell’equilibrio dell’elemento monodimensionale soggetto a stati di 

sollecitazione assiale o flessionale, partendo dal Principio di Staziona-

rietà dell’Energia Potenziale Totale, trattata in termini variazionali. 

Tale formulazione viene, poi, discretizzata scrivendo le funzioni in-

cremento di spostamento in termini di incrementi di spostamenti nodali 

e ricavando la matrice di rigidezza degli elementi monodimensionali so-
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pra citati e le forze nodali equivalenti direttamente applicate ai nodi. 

Per un sistema elastico l’Energia Potenziale Totale è data dalla 

somma dell’energia interna della struttura (energia di deformazione, 

funzione del campo di deformazione espresso in termini di spostamenti 

attraverso l’operatore di compatibilità) e dell’energia potenziale delle 

forze esterne; il principio di stazionarietà dell’energia potenziale totale 

afferma che il campo di spostamenti soluzione del problema strutturale 

è tale da rendere stazionaria l’Energia Potenziale Totale. Per sistemi 

discreti la condizione di stazionarietà dell’energia potenziale totale im-

plica che le derivate parziali dell’Energia Potenziale Totale rispetto ai 

gradi di libertà del sistema siano tutte nulle. 

Nel seguito, identificando la variazione degli spostamenti con spo-

stamenti virtuali, la minimizzazione dell’Energia Potenziale Totale 

condurrà all’identità dei lavori virtuali della meccanica classica ed è a 

partire da quest’ultima che si tratterà il problema dell’equilibrio degli 

elementi monodimensionali soggetto a stati di sollecitazione assiale o 

flessionale. 

La formulazione del Principio dei Lavori Virtuali per la scrittura 

del sistema di equazioni differenziali di equilibrio è riportata in manie-

ra dettagliata in appendice A, nella quale si sono trattati separatamen-

te sia il caso dell’elemento monodimensionale soggetto a trazione sia 

quello soggetto a flessione. 

3.5. Matrice di rigidezza degli elementi mo-

nodimensionali 

Nei casi di elementi strutturali con poche fessure che dominano il com-

portamento dell’intero elemento, come ampiamente discusso, è preferi-

bile un approccio a frattura discreta. 

Nella discontinuità così creata si inseriscono nuovi elementi, cosi-

detti di interfaccia, che hanno una rigidezza variabile per simulare il 

comportamento dell’apertura della fessura. 

Lo sviluppo della metodologia adottata nella presente tesi consiste 

nel considerare elementi finiti standard, arricchiti a posteriori con una 
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interfaccia lungo la quale si sviluppa la discontinuità laddove si rag-

giunge la tensione di frattura. Tale metodo è noto con il nome di Strong 

Discontinuity Approach via Elements with Embedded Discontinuities. 

Un’ulteriore suddivisione dei modelli si può condurre sulla capacità 

di seguire o no cicli di carico e scarico, che si traduce fondamentalmente 

nell’uso della matrice di rigidezza secante o tangente e nei diversi me-

todi di risoluzione numerica, in entrambi i casi di tipo iterativi. 

Nei modelli soggetti a trazione e/o a flessione, sotto certe condizioni 

di carico, si produce una tensione variabile lungo le armature ed il cal-

cestruzzo, dovuta alle tensioni di aderenza agenti lungo i comuni punti 

di contatto armatura - calcestruzzo. 

Con l'aumento del carico, le deformazioni e le tensioni nel calce-

struzzo aumentano e ad un certo livello di carico viene raggiunto il mec-

canismo di fessurazione. Il fenomeno del cracking causa la ridistribu-

zione delle tensioni e delle deformazioni, come pure, nel caso di elemen-

to soggetto a trazione, un considerevole incremento dell’allungamento 

del composito, dovuto all’apertura del crack e, come conseguenza, la ri-

gidezza dello stesso composito decresce. Ulteriori incrementi del carico 

possono produrre nuovi cracks. 

Il processo di carico termina quando finalmente l'armatura è sner-

vata alle sue estremità e in corrispondenza delle sezioni fessurate. 

Questo continuo processo di variazione della rigidezza con il carico 

applicato viene formulato in un nuovo modello monodimensionale, che 

fornisce una previsione completa della variazione delle tensioni e degli 

spostamenti nel calcestruzzo e nell'armatura; riesce a prevedere anche 

la localizzazione di fessure discrete e la loro ampiezza a qualsiasi livello 

di carico. 

Nel corso della presente trattazione, la matrice di rigidezza degli 

elementi monodimensioanali verrà ricavata sia per quelli soggetti a tra-

zione sia per quelli soggetti a flessione. 

3.5.1. L’elemento monodimensionale soggetto a 

trazione 

L’elemento composito tra due fessure, rappresentato da un tirante sog-
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getto a trazione di lunghezza L, risulta formato da una matrice in cal-

cestruzzo con immersa una barra in acciaio e trasferisce gli sforzi attra-

verso la barra fino allo snervamento di quest’ultima (v. schema per 

l’EFE-TM in Figura 3.5). 

Il sistema di riferimento viene scelto con asse x congiungente i due 

nodi i e j e con origine nel baricentro della sezione di calcestruzzo inte-

ramente reagente. 

Nella fase di determinazione della matrice di rigidezza dell’ele-

mento, attraverso l’uso delle funzioni di forma derivate in forma chiusa 

dalla formulazione esatta del modello costitutivo lineare, il calcestruzzo 

viene considerato interamente reagente ed elastico lineare a trazione e 

compressione, con segno delle tensioni di trazione positivo. 

L’acciaio posto in posizione baricentrica della sezione in calcestruz-

zo (immerso cioè nel cilindro cavo della sezione di calcestruzzo), che ri-

sulta teso nel caso di sforzo normale di trazione, presenta una sezione 

di area AS delimitata da una curva di lunghezza S e con il baricentro di 

AS coincidente, dunque, con l’origine del sistema di riferimento. 

A partire dallo schema definito per il DE-TM (Differential Element 

- Tension Member) riportato nella Figura 3.4, verrà adottata, ove possi-

bile, la seguente notazione classica della meccanica strutturale. 

Posto 

C
( )u x  (spostamento orizzontale del generico punto della 

sezione in calcestruzzo) 

S
( )u x  (spostamento orizzontale della barra in acciaio) 

S C
( ) ( ) ( )s x u x u x   (scorrimento interfaccia calcestruzzo - acciaio) 

C C
( ) ( )x u x

x






 
(deformazione nel generico punto della sezione in 

calcestruzzo) 

S S
( ) ( )x u x

x






 (deformazione nell’acciaio) 

C C C
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nel generico punto della sezione in calce-

struzzo) 

S S S
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nell’acciaio) 

O
( ) ( )s x G s x      (tensione di aderenza all’interfaccia calcestruzzo - 

acciaio) 



ANALISI SECONDO L’APPROCCIO “DISCRETE CRACK” 77 

essendo EC il modulo di elasticità normale del calcestruzzo, ES il modulo 

di elasticità normale dell’acciaio e GO il modulo di elasticità tangenziale 

iniziale dell’interfaccia tra i due predetti costituenti base, dal sistema di 

equazioni differenziali del secondo ordine in termini di scorrimenti e 

spostamenti, che rappresentano le equazioni di equilibrio alla trasla-

zione delle barre in acciaio e del concio in calcestruzzo, esposte in detta-

glio in appendice A, si ottengono le soluzioni in termini di spostamenti a 

partire dalla funzione di scorrimento. 

Ponendo 

S

C

E
n

E
  (rapporto moduli di elasticità normale acciaio e 

calcestruzzo) 

S

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio e calcestruzzo) 

 C C i C
q x q q x   (carico variabile linearmente applicato sulla super-

ficie laterale del calcestruzzo) 

e, tenuto conto che, per le definizioni contenute nel modello cinematico, 

valgono le relazioni 

C C
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale del generico punto della 

sezione in calcestruzzo) 

S S
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra in acciaio) 

S C
( ) ( ) ( )s x u x u x   (scorrimento interfaccia calcestruzzo - acciaio) 

e del legame costitutivo lineare a tratti dell’interfaccia tra acciaio e cal-

cestruzzo: 

 
O

( ) ( )s x G s x      3.1 

e ponendo, ancora, 

 1O S

S S

2 0
G

n
E A

 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

C C

C C

D q

E A





  (Dc = diametro cilindro di calcestruzzo - matrice) 

C i C

C C S

q D

E A D
   (Ds = diametro barra in acciaio - fibra) 

la funzione di scorrimento può scriversi nella forma 

 
1 2 2 2

( ) c cx xs x e e x   

 

     3.2 
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e le soluzioni in termini di spostamenti a partire dalla funzione di scor-

rimento, risultano: 

 3 2
S 1 2 3 4

1
( ) c c c c

1 6 2

x xu x e e x x x
n

   



 
      

  
 3.3 

 

2
3

2
2

1

C C

C 1 2

S O

C C i

5 6

S O

1
( ) c c

6

1
c c

2

D qn x xu x e e x
n D G

D q
x x

D G

  








  
      

    

 
    
   

 3.4 

Le predette relazioni valgono in forma incrementale, considerando 

nei passi di discretizzazione del percorso di carico - spostamento, i ma-

teriali calcestruzzo, acciaio elastico lineari con moduli di elasticità nor-

male tangente EC ed ES; anche l’interfaccia sarà di tipo elastico lineare 

con modulo GO. 

Imponendo le condizioni al contorno sugli spostamenti dei nodi i e j 

(us(0) = usi, uC(0) = uci, us(L) = usj, uC(L) = ucj) è possibile ricavare le us(x) 

ed uC(x) in funzione di tali spostamenti nodali dell’elemento EFE-TM. 

Derivando le ultime è possibile ricavare le espressioni delle forze 

Fs(x) ed Fc(x) in funzione di tali spostamenti nodali, che scritte in forma 

matriciale forniscono la matrice di rigidezza dell’elemento EFE-TM, che 

come ricordiamo è di tipo uncracked: 

 
S S S S
( ) ( )F x E A u x

x

 
  

 
 3. 5 

 
C C C C
( ) ( )F x E A u x

x

 
  

 
 3.6 

da cui è possibile ricavare 

 2S S

S 1 2 3 S S
( ) c c c

1 2

E A x xF x e e x x E A
n

  
  



 
     

  
 3.7 
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2
2

2

1

C C C C

C 1 2

S O

C C i

5 C C

S O

1
( ) c c

2

c

n E A D qx xF x e e x
n D G

D q
x E A

D G

  
  







  
      

    

 
   
   

 3.8 

Imponendo le condizioni al contorno sulle forze ai nodi i e j (Fs(0) = Fsi, 

FC(0) = Fci, Fs(L) = Fsj, FC(L) = Fcj) è possibile ricavare la 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

SS S

CC C

SS S

CC C

L L L L
ii i

L L L L
ii i

L L L L
jj j

L L L L
jj j

K K K K

K K K K

K K K K

K K K K

neQc

neQc

neQc

neQc

FF u

FF u

FF u

FF u

     
     
     
     
     

      
     
     
     
    

         











 
 

 3.9 

ed in cui la seguente matrice KL 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

L L L L

L L L L

L

L L L L

L L L L

K K K K

K K K K

K K K K

K K K K

K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

 3.10 

rappresenta la matrice di rigidezza per l’elemento EFE-TM. 

Il calcestruzzo, l’acciaio e l’interfaccia hanno comportamento elasti-

co lineare nei vari tratti del percorso incrementale carico - spostamento. 

Le forze nodali equivalenti al carico lineare assiale applicato sulla 

superficie esterna del cilindro di calcestruzzo assumono le seguenti e-

spressioni analitiche: 

 
 

 

2

2

1

6 2

S S

Si
1

neQc

Cosh L LE A L L
F

n Sinh L

     

  

       
     

    
 

 3.11 
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  2

2 22

1

1

6 2

C C

C C C C i

S O S O

Ci neQc

Cosh L Ln E A
F

n Sinh L

D q D qL L

D G D G

   

  

 
 

   
  

  
 



    
            

 3.12 

 
   

 

2

2

2 3

3 2

S S

Sj
1

neQc

L Cosh LE A L L
F

n Sinh L

      

  

     
     

     

 3.13 

 

   
 2

2 22

1

3 2

C C

C C C C i

S O S O

CjneQc

L Cosh Ln E A
F

n Sinh L

D q D qL L

D G D G

   

  

 
 

 

  
  

 

    
            

 3.14 

Come già detto, il cilindro in calcestruzzo e la barra interna in ac-

ciaio costituiscono un composito formato da una matrice e da una lunga 

fibra parallela all’asse. 

Per tale composito, potendosi assumere che la εcmp è uguale alla εcls, 

nelle sezioni terminali un carico applicato P si ripartisce tra la matrice 

e la frazione della fibra in acciaio secondo la seguente espressione: 

 
1

1

1

S

C

cls cmp

n
P P

n

P P
n




 







  

 
 

 3.15 

Considerato che in notazione matriciale, la relazione tra il vettore 

delle funzioni di spostamento e gli spostamenti nodali è espressa dal 

prodotto della matrice N, che contiene nella prima riga le funzioni di 

forma dell’acciaio NiS e nella seconda quelle del calcestruzzo NiC, per il 

vettore U degli spostamenti nodali: 

 ( ) ( )u N Ux x  3.16 

i termini della matrice di rigidezza per l’EFE-TM possono scriversi nel-

la forma seguente: 
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0

0

S S S S C C C C

S O S C S C

TM
i j i j i j

i i j j

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

L

L

K E A N x N x E A N x N x dx
x x x x

D G N x N x N x N x dx

    
   

    

       





 3.17 

con 1 4, ...i j  ed 1 2 3 4, , , .si ci sj cj     

Inoltre, le componenti del vettore dei carichi equivalenti nodali pos-

sono ricavarsi con le seguenti espressioni: 

 
0

C C S CSi i( ) ( )
L

neQcF D q x N x dx   3.18 

 
0

C C C CCi i( ) ( )
L

neQcF D q x N x dx   3.19 

 
0

C C S CSj j( ) ( )
L

neQcF D q x N x dx   3.20 

 
0

C C C CCj j( ) ( )
L

neQcF D q x N x dx   3.21 

Le espressioni delle funzioni di forma sono elencate in dettaglio nel 

paragrafo 4.4. 

Sulla base del significato fisico dei termini della matrice di rigidez-

za dell’elemento EFE-TM in un approccio diretto agli spostamenti, è 

possibile riportare che, essendo 

 
S S S 1R
( ) ( )N UF x E A x

x

 
  

 
 3.22 

 
C C C 2R
( ) ( )N UF x E A x

x

 
  

 
 3.23 

il termine Kij della matrice di rigidezza con la notazione 

1 4, ...i j  ed 1 2 3 4, , , ,si ci sj cj     

corrisponde alla forza che nasce in corrispondenza del grado di libertà i-

esimo dell’elemento, quando viene impresso uno spostamento unitario 

al grado di libertà j-esimo, essendo nulli tutti gli spostamenti degli altri 

gradi di libertà (bloccando cioè tutti gli altri gradi di libertà), per cui in 

notazione compatta: 
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0

1 3 0

2 4 0

S S

C C

i ji
TM
i j i i ij

ji

( ) i , ,

( )

( ) i , ,,x L

E A N x x L
x

K E A N x
x

E A N x x L
x



 
 

 
  

   
 

 3.24 

con 

1 4 1 3 2 4

1 4 1 2 3 4

... ed , , , ;

... ed , , , .

i s c

j si ci sj cj

   


     

 

Dopo alcuni passaggi, si ottengono le stesse espressioni simboliche 

per i termini della matrice di rigidezza determinate in [106]; per esem-

pio, riportiamo l’espressione per il termine 

 
1

1

S STM
11 dove .

tanh( )

E An
K

L L n


 

  

 
   

 
 3.25 

Tale formulazione, come sarà meglio descritta nel prossimo capitolo, è 

stata implementata in ambiente Mathematica® ed in una routine in 

Matlab©, in modo da assemblare i termini di rigidezza e risolvere il si-

stema di equazioni per ogni incremento di carico. 

3.5.2. L’elemento monodimensionale soggetto a 

flessione 

L’elemento monodimensionale composito tra due fessure, rappresentato 

da una trave a doppia armatura (DR) soggetta a flessione di lunghezza 

L, risulta formato da una matrice in calcestruzzo con immerse barre in 

acciaio ed è stato denominato EFE-FM (Elementary Finite Element - 

Flexural Member in Figura 3.7). 

Il sistema di riferimento viene scelto con asse x congiungente i due 

nodi i e j e con origine nel baricentro della sezione di calcestruzzo inte-

ramente reagente, l’asse y appartenente al piano di simmetria della se-

zione e rivolto verso l’alto e l’asse z uscente dal piano che contiene gli 

altri due. 

Nella determinazione della matrice di rigidezza dell’elemento, at-

traverso l’uso delle funzioni di forma derivate in forma chiusa dalla 

formulazione esatta del modello costitutivo lineare, il calcestruzzo viene 

considerato interamente reagente ed elastico lineare a trazione e com-
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pressione, con segno delle tensioni di trazione positivo. 

L’acciaio prossimo al bordo inferiore (T), che risulta teso nel caso di 

momento flettente positivo, presenta una sezione di area AST delimitata 

da una curva di lunghezza ST e con il baricentro di AST distante c dal 

bordo inferiore e sfy  dall’origine del sistema di riferimento; quello pros-

simo al bordo superiore (C), che risulta compresso nel caso di momento 

flettente positivo, per analogia dei simboli utilizzati prima, presenta 

una sezione di area ASC delimitata da una curva di lunghezza SC e con 

il baricentro di ASC distante c dal bordo superiore e sfy  dall’origine del 

sistema di riferimento.  

A partire dallo schema definito per il DE-FM (Differential Element 

- Flexural Member) riportato nella Figura 3.8, verrà adottata, ove pos-

sibile, la notazione classica della meccanica strutturale. 

Posto 

CO
( )u x  (spostamento orizzontale del baricen-

tro della sezione in calcestruzzo) 

( , ) ( )v x y v x  (spostamento verticale della sezione in 

calcestruzzo armato - composito) 

( ) ( )x v x
x







 
(rotazione della sezione in calcestruz-

zo armato - composito) 

C CO
( , ) ( ) ( )u x y u x x y   (spostamento orizzontale del generico 

punto della sezione in calcestruzzo) 

ST ST
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra 

in acciaio inferiore) 

SC SC
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra 

in acciaio superiore) 

T ST C
( ) ( ) ( , )sfs x u x u x y    (scorrimento interfaccia calcestruzzo - 

acciaio inferiore) 

per cui  

T ST CO
( ) ( ) ( ) ( ) sfs x u x u x x y     

C SC CO
( ) ( ) ( , )sfs x u x u x y   (scorrimento interfaccia calcestruzzo - 

acciaio superiore) 

per cui  

C SC CO
( ) ( ) ( ) ( ) sfs x u x u x x y     

CO CO
( ) ( )x u x

x






 
(deformazione calcestruzzo nel bari-

centro sezione) 

2

2
( ) ( ) ( )x x v x

x x
 

 
 
 

 
(curvatura nella sezione in calcestruz-

zo armato - composito) 
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C CO
( , ) ( ) ( )x y x x y     (deformazione nel generico punto del-

la sezione in calcestruzzo) 

ST ST
( , ) ( )x y u x

x






 (deformazione nell’acciaio inferiore) 

SC SC
( , ) ( )x y u x

x






 (deformazione nell’acciaio superiore) 

C C CO
( , ) ( ) ( )x y E u x x y

x x
 

  
  

  
 (tensione nel generico punto della se-

zione in calcestruzzo) 

ST S ST
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nell’acciaio inferiore) 

SC S SC
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nell’acciaio superiore) 

T T O T
( ) ( )s x G s x      (tensione di aderenza all’interfaccia 

calcestruzzo - acciaio inferiore) 

C C O C
( ) ( )s x G s x      (tensione di aderenza all’interfaccia 

calcestruzzo - acciaio superiore) 

essendo EC il modulo di elasticità normale del calcestruzzo, ES il modulo 

di elasticità normale dell’acciaio e GO il modulo di elasticità tangenziale 

iniziale dell’interfaccia tra i due costituenti base, dal sistema di equa-

zioni differenziali del secondo e del quarto ordine in termini di scorri-

menti e spostamenti, che rappresentano le equazioni di equilibrio alla 

traslazione delle barre in acciaio e del concio in calcestruzzo ed alla ro-

tazione rispetto all’asse z, esposte in dettaglio in appendice A, si otten-

gono le soluzioni in termini di spostamenti e rotazioni a partire dalle 

funzioni di scorrimento 

Ponendo 

S

C

E
n

E
  (rapporto moduli di elasticità normale acciaio e 

calcestruzzo) 

ST

T

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio inferiore e calcestruzzo) 

SC

C

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio superiore e calcestruzzo) 

T T
n   (rapporto meccanico aree di acciaio inferiore e 

calcestruzzo) 

C C
n   (rapporto meccanico aree di acciaio superiore e 
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calcestruzzo) 
2

ST

T

C

sfn A y

I
   

(rapporto momenti di inerzia acciaio inferiore 

 omogeneizzato e calcestruzzo) 

2
SC

C

C

sfn A y

I
   

(rapporto momenti di inerzia acciaio superiore 

 omogeneizzato e calcestruzzo) 

 1 2O ST

T T

S ST

2 0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O SC

C C

S SC

2 0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O ST

ST T

S ST

0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O SC

SC C

S SC

0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

ST

S ST

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O SC

SC

S SC

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

CT

C C

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O SC

CC

C C

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

CT

C C

0
sfG y

E I



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O SC

CC

C C

0
sfG y

E I



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

o in maniera equivalente 

 1 2
T ST T

2 0      (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2
C SC C

2 0      (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2
ST ST T

0      (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2
SC SC C

0      (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

la funzione di scorrimento dell’acciaio inferiore (T) può scriversi come: 



86 CAPITOLO 3 

 

 C 1 1 1 2 2

T 2 3 4 5

T SC C ST

2

2 2

c
( ) c c c c

x x x x
s x e e e e

   

   

 
     


 3.26 

essendo 

2

2

8

8

1
T ST SC C T ST SC C T SC C ST

T ST SC C T ST SC C T SC C ST

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

1

2

1

2

            

            

   
         

      

   
         

      

 3.27 

mentre la funzione di scorrimento dell’acciaio inferiore (C) risulta: 

 

   

 

1 T ST
T 1

C 1 2

T SC C ST C SC

1 T ST 2 T ST
1 2

3 4

C SC C SC

2 T ST
2

5

C SC

2 2
2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2
( ) c c

2 2
c c

2
c

x
s x e

x x
e e

x
e



 



  

     

     

   

  

 





 
  

 

   
  

 

 




 3.28 

e le funzioni di spostamento generalizzato assumono la forma: 

ST C ST ST1 1

ST 1 2 3

T SC C ST 1 1

ST ST2 2

4 5 6 7

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

 1
( ) c c c

2

c c c c

x x x
u x e e

x x
e e x

 

 

   

     

 

 





    


   

 3.29 

 

   

 

1 T ST
SC T SC 1

SC 1 2

T SC C ST 1 C SC

1 T ST 2 T ST
SC SC1 2

3 4

1 C SC 2 C SC

2 T ST
SC 2

5 8 9

2 C SC

2 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

21
( ) c c

2

2 2
c c

2
c c c

x x
u x e

x x
e e

x
e x



 



    

      

      

     

  

  





 
  

 

   
  

 

 
  



 3.30 
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SC T ST C T C

CO 1

T SC C ST T SC C ST

ST 1 SC 1 1 T ST 1

2

1 1 C SC

ST 1 SC 1 1 T ST 1

3

1 1 C SC

S

4

2 2 2 22

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

1
( ) c

2 2

2 ( )1
c

2

2 ( )1
c

2

1
c

2

x
u x

x
e

x
e
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 3.31 

1

2 2

1

2

1

2

SC T ST C T C

1

T SC C ST T SC C ST

ST 1 SC 1 1 T ST 1

2

1 1 C SC

ST 1 SC 1 1 T ST 1

3

1 1 C SC

2 2 2 22

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( ) c

2 ( )
c

2 ( )
c

sf

sf

sf

x
x

y

x
e

y

x
e

y





     


       

      

   

      

   



  
    

   

    
    

  

    
   

  

1

2

1

2

1 1 1 1

2 2 2 2

ST 2 SC 2 2 T ST 2

4

2 2 C SC

ST 2 SC 2 2 T ST 2

5

2 2 C SC

6 7 8 9

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 ( )
c

2 ( )
c

c c c c

sf

sf

sf sf sf sf

x
e

y

x
e

y

x x
y y y y





      

   

      

   





    
    

  

    
    

  

   

 3.32 



88 CAPITOLO 3 

 

1

2 6

1

2

1

2

SC T ST C T C

1

T SC C ST T SC C ST

ST 1 SC 1 1 T ST 1

2

1 1 C SC

ST 1 SC 1 1 T ST

3

1 1 C SC

2 2 2 23

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 2

2 2 2 2

3 3 2

( ) c

2 ( )
c

2 ( )
c

sf

sf

sf

x
v x x

y

x
e

y

e
y





     

       

      

   

      

   



  
    

   

    
     

  

    
   

  

1

2

1

2

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1

ST 2 SC 2 2 T ST 2

4

2 2 C SC

ST 2 SC 2 2 T ST 2

5

2 2 C SC

6 7 8 9 10

2 2 2 2

3 3 2

2 2 2 2

3 3 2

2 2

2 ( )
c

2 ( )
c

c c c c c .

sf

sf

sf sf sf sf

x

x
e

y

x
e

y

x x
x x

y y y y





      

   

      

   





    
     

  

    
    

  

    

 3.33 

Come già detto nel caso assiale, le predette relazioni valgono in 

forma incrementale, considerando nei passi di discretizzazione del per-

corso di carico - spostamento, i materiali calcestruzzo, acciaio elastico 

lineari con moduli di elasticità normale tangente EC ed ES; anche 

l’interfaccia sarà di tipo elastico lineare con modulo GO. 

Nel caso limite di area di armatura superiore pari a zero (caso di 

sezione armata a semplice armatura - SR), le precedenti soluzioni in 

termini di spostamenti e rotazioni a partire dalla funzione di scorri-

mento possono scriversi nella forma seguente. 

Ponendo 

S

C

E
n

E
  (rapporto moduli di elasticità normale acciaio e 

calcestruzzo) 

ST

T

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio inferiore e calcestruzzo) 

T T
n   (rapporto meccanico aree di acciaio inferiore e 

calcestruzzo) 
2

ST

T

C

sfn A y

I
   

(rapporto momenti di inerzia acciaio inferiore 

 omogeneizzato e calcestruzzo) 

 1 2O ST

T T

S ST

2 0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 
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 1 2O ST

ST T

S ST
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    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST
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S ST
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   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 
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CT

C C
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   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 
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C C

0
sfG y

E I



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

o equivalentemente 

 1 2
T ST T

2 0      (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2
ST ST T

0      (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

2

T ST

ST CT CT

2

sfy
 

  


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

la funzione di scorrimento può scriversi nella forma: 

1 2 2

T 4 5

2

2

c
( ) c c

x x
s x e e

 




     3.34 

essendo, come è possibile verificare, 

2

2
T ST

2

 



  3.35 

e le soluzioni in termini di spostamenti e rotazioni a partire dalla fun-

zione di scorrimento, posto 

2   

T   

T   

T   

T
( ) ( )s x s x  

S ST
( ) ( )u x u x  

e rinumerando le costanti di integrazione, risultano: 

0

1 22

c
( ) c cx xs x e e 



     3.36 

S 1 2 0 3 4

21
( ) c c c c c

1 2

xx xu x e e x 

 

 
     

    

 3.37 
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 3.38 
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 3.39 
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 3.40 

Considerato che in notazione matriciale, la relazione tra il vettore 

delle funzioni di spostamento generalizzato e gli spostamenti nodali è 

espressa dal prodotto della matrice N, che contiene rispettivamente nel-

le righe le funzioni di forma dello spostamento dell’acciaio inferiore 

NiST, di quello superiore NiSC, dello spostamento orizzontale del baricen-

tro geometrico della sezione in calcestruzzo NiCO, della rotazione della 

sezione Ni e dello spostamento verticale NiV, per il vettore U degli spo-

stamenti nodali generalizzati: 

 ( ) ( )u N Ux x  3.41 

i termini della matrice di rigidezza per l’EFE-FM, tendendo conto che le 

espressioni esplicite delle funzioni di forma nella (3.42) sono riportate 

in dettaglio nel paragrafo 4.4, si scrivono come: 
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 3.42 

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

ST SC CO V

ST SC CO V

con i, j=1 ... 10 ed i, i, i, i, i,

j, j, j, j, j,





    

    
 

conducendo alla formualazione lineare di equilibrio discreto: 

 F KU  3.43 

in cui i vettori F ed U avranno dieci componenti e la matrice di rigidez-

za K sarà di dimensione 10 x 10. 
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3.44 
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Tale formulazione, come sarà meglio descritta nel prossimo capitolo, è 

stata implementata in ambiente Mathematica® ed in una routine in 

Matlab©, in modo da assemblare i termini di rigidezza e risolvere il si-

stema di equazioni per ogni incremento di carico. 

3.6. Elementi cracked ed uncracked 

L’analisi del problema tipico della trazione di un elemento in calce-

struzzo armato mostra che le tensioni di aderenza diminuiscono con 

l'aumentare della distanza dalle estremità del campione, la tensione 

nell'armatura diminuisce ed aumenta quella nella sezione di calce-

struzzo. In un campione simmetrico dal punto di vista geometrico e 

meccanico, la tensione di trazione nella sezione trasversale centrale 

dell’elemento in calcestruzzo assume il valore massimo. Quando tale va-

lore supera il valore limite della resistenza a trazione del materiale, il 

calcestruzzo si fessura. 

Le tecniche numeriche di solito ignorano la necessità di individuare 

una fessura discreta e seguono gli spostamenti dei suoi nuovi margini, 

adottando l’approccio smeared crack, il cui maggior vantaggio è quello 

di preservare la continuità e di evitare la necessità di aumentare il nu-

mero di elementi e nodi con l'aumento del numero di fessure. 

Le fessure discrete, tuttavia, descrivono meglio il comportamento 

reale del calcestruzzo e formano una discontinuità nei campi di sposta-

menti, deformazioni e tensioni. Una formulazione di fessura discreta 

consente la previsione di una certa larghezza di fessura e segue la sua 

crescita con l'aumento del carico applicato. 

Pertanto, nel modello monodimensionale trattato, la sezione fessu-

rata è identificata all'interno di un elemento, suddividendo l'elemento 

in due sotto-elementi e, sebbene si formino matrici di rigidezza distinte 

per i due nuovi sub-elementi, la loro condensazione consente di ottenere 

una matrice rigidezza dell’elemento fessurato che è completamente de-

finito dai suoi nodi globali originali esterni, senza bisogno di aggiungere 

nuovi nodi alle facce della fessura. 

Si consideri la fase di carico in cui la tensione limite a trazione del 

calcestruzzo viene raggiunta all'interno di un certo elemento i-j ad una 
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certa distanza a dal nodo i. 

L’ascissa xcmax = L1 che individua la posizione del crack permette, 

dunque, la determinazione dei due sub elementi del BFE (cracked). 

In questa fase, l'elemento illustrato nella Figura 3.17 è diviso longi-

tudinalmente in due sottoelementi di calcestruzzo, con nuovi nodi in-

terni k1Cj e l2Ci; una molla non lineare di rigidezza Kc(GF,w) e lun-

ghezza iniziale zero viene introdotta tra i sottoelementi di calcestruzzo, 

collegata alle due nuove facce del medesimo materiale. 

 
Figura 3.17: Modello meccanico del BFE-FM (cracked). 

La rigidezza della molla descrive il ramo discendente del modello 

coesivo e il suo allungamento w rappresenta la differenza di spostamen-

ti tra le due facce della fessura e cioè la larghezza stessa della fessura. 

Nel caso di uno sviluppo graduale di una fessura discreta, deve essere 

specificato un ramo discendente, per cui può essere determinata la cor-

rispondente rigidezza della molla. 

Nel caso di elemento BFE (cracked), al fine di potersi riferire sem-

pre ai nodi di estremità eliminando quelli interni, viene effettuato 

l’assemblaggio di due matrici di elementi EFE (uncracked) di lunghezze 

L1 ed L2, con legame di continuità nei nodi interni della barra di acciaio 

e molla non lineare di lunghezza nulla e rigidezza KC nei nodi interni 

degli elementi in calcestruzzo; la successiva condensazione permetterà 

l’eliminazione di tali nodi interni. 

La suddetta condensazione permette di ottenere la matrice di rigi-

dezza dell’elemento cracked BFE, pienamente definita per mezzo dei 
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suoi nodi globali originari. 

La matrice di rigidezza dell'elemento fessurato può essere derivata 

sovrapponendo le due matrici di rigidezza dei sottoelementi i-k e l-j, di 

lunghezza rispettivamente L1 e L2 = L - L1. 

Le matrici di rigidezza dei sub elementi saranno: 

 

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

L L L L

L L L L

L

L L L L

L L L L

K K K K

K K K K

K K K K

K K K K

K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

 3.45 

che rappresenta la matrice di rigidezza del sub elemento di lunghezza 

L1, che nel BFE rappresenta l’ascissa della sezione in cui si è formato il 

primo crack; 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

L L L L

L L L L

L

L L L L

L L L L

K K K K

K K K K

K K K K

K K K K

K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

 3.46 

che descrive la matrice di rigidezza del sub elemento di lunghezza L2, 

che nel BFE rappresenta la differenza tra la lunghezza dell’elemento 

finito di base e quella del tratto a sinistra del primo crack; 

 
11 12

21 22

L L

L

L L

K K

K K

K

 
 

  
 
 

 3.47 

che rappresenta, infine, la matrice di rigidezza dell’elemento BFE (cra-

cked) di lunghezza L = L1 + L2. 

Per comodità, appare opportuno riorganizzare la matrice di rigidez-
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za dell’elemento fessurato in modo da suddividere i gradi di libertà e-

sterni (i e j) e i gradi di libertà interni (k e l). Questi sono riorganizzati 

attraverso una matrice di rigidezza che si compone di quattro sottoma-

trici K11, K12, K21, K22. 

 

11 12

21 22 int int

* *U FK K

U FK K

    
    

    
    

     

 3.18 

in cui U* è il vettore degli spostamenti corrispondenti ai gradi di libertà 

globali dell’acciaio e del calcestruzzo ai nodi esterni i e j, descritto come 

segue: 

 

Si

Ci

Sj

Cj

*U

U

U

U

U

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

 3.49 

F* è il vettore dei carichi, corrispondenti ai gradi di libertà globali 

dell’acciaio e del calcestruzzo ai nodi esterni i e j: 

 

Si

Ci

Sj

Cj

*F

F

F

F

F

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

 3.50 

Uint è il vettore degli spostamenti, corrispondente ai gradi di libertà in-

terni dell’acciaio e del calcestruzzo ai nodi interni k e l: 
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Sk

int Ck

Cl

U

U

U

U

 
 
 
  
 
 
  

 3.51 

Fint è il vettore dei carichi, corrispondente ai gradi interni di libertà in-

terni del calcestruzzo e dell'armatura ai nodi interni k e l: 

 

Sk

int Ck

Cl

F

F

F

F

 
 
 
  
 
 
  

 3.52 

Le sottomatrici di rigidezza della matrice L ,K K  precedentemente 

definita, sono le seguenti: 

 

1 1

1 1

2 2

2 2

11 12

21 22
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 3.53 

 

1 1
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2 2
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 3.54 
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1 1 2 2
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2 2
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21 41 42

23 24
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 3.55 

 

1 2 1 2
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22 43 44

21 22

L L L L

L LL
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L L

c c

K K K K

K K K K

K K K K
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 3.56 

dove Kij
w è il termine di rigidezza i, j del sub-elemento w. Per esempio, 

K43
L2 (che compare nella quarta riga della sottomatrice K11) è il termine 

di rigidezza K43 del secondo sub-elemento. 

L’eliminazione dei gradi di libertà interni lega il vettore delle forze 

esterne F* e quello degli spostamenti globali U*, attraverso la matrice 

di rigidezza condensata: 

 
1

11 12 22 21
L L L L L
CDK K K K K


  
 

. 3.57 

I vettori interni delle forze e degli spostamenti vengono, quindi, e-

liminati e la rigidezza dell’elemento fessurato si esprime sempre e solo 

attraverso i suoi nodi globali esterni i e j. 

In termini di equilibrio fra forze interne ed esterne, può scriversi la 

seguente relazione non lineare 

 L
CD( ) ,K u u F  3.58 

che denota anche in forma compatta il comportamento non lineare del 

calcestruzzo teso ed in cui anche sul vettore delle forze opera la tra-

sformazione di condensazione come segue: 

 
1

12 22
L L L
CD int*F F = F K K F


  
 

. 3.59 

Tutto ciò permette di seguire le fessure in via di sviluppo all'interno 

dell'elemento in cemento armato, senza bisogno di aumentare il numero 
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di elementi e definire nuove condizioni al contorno ogni volta che appa-

re una nuova fessura. 

Tale procedura di condensazione è stata implementata in ambiente 

Mathematica® ed in una subroutine in Matlab® in modo da essere ri-

chiamata dal programma principale ogni qualvolta necessario. 

In maniera del tutto analoga al caso assiale soggetto a trazione, po-

trà condursi l’ulteriore sviluppo della ricerca in relazione all’elemento 

soggetto a flessione, come rappresentato nella Figura 3.18, che descrive 

la fase di formazione della zona di processo della frattura nel modello di 

attivazione di interfaccia immersa di tipo coesivo. 

 
Figura 3.18: Modello meccanico del BFE-FM (cracked). 

In funzione dell’energia di frattura del calcestruzzo GF, le rigidezze 

delle molle non lineari di tipo traslazionale KC(GF) e rotazionale 

KRC(GF), da introdurre nella matrice di rigidezza dell’elemento finito di 

base di tipo fessurato BFE-FM (cracked), potranno essere tarate, sulla 

base della legge di trazione - separazione del calcestruzzo, attraverso un 

criterio basato proporzionalmente sul livello di carico assiale e flessio-
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nale puri e disaccoppiati nella sezione con discontinuità immersa, rag-

giunto antecedentemente alla fase di incipiente formazione della frattu-

ra coesiva. 

In tal caso, potrà introdursi un rapporto  all’inizio della forma-

zione della frattura, tra il livello di tensione normale di trazione causa-

ta dalla flessione e la resistenza a trazione del calcestruzzo; il pun-

to/grado di libertà interno di controllo dell’apertura della fessura, po-

trebbe essere scelto sulla fibra estrema della zona soggetta a trazione, 

essendo l’apertura (separazione) in tale fibra cinematicamente legata al 

contributo di apertura in corrispondenza del baricentro della sezione 

geometrica del calcestruzzo (legge trazione separazione -wco) ed al con-

tributo rotazionale dell’intera sezione trasversale (legge trazione sepa-

razione -wR), attraverso l’altezza della medesima sezione. 

La matrice di rigidezza dell’elemento flessionale fessurato BFE-FM 

(cracked) assumerà una forma funzionale del tipo 

 1 2

C RC

L LL L
CD CD i j i j(K ,K ,K ,K , )K K    3.60 

dipendente dalle caratteristiche geometrice e meccaniche dei due sub-

elementi EFE-FM di lunghezza L1 e L2 e dalla caratteristiche meccani-

che delle predette molle traslazionale e rotazionale a comportamento 

non lineare. 

 





 

 

CAPITOLO 4 

IMPLEMENTAZIONE NEL METO-

DO DEGLI ELEMENTI FINITI 

4.1. Introduzione 

Nello studio dei sistemi continui, nella maggior parte dei casi di inte-

resse pratico, la forma geometrica e le condizioni al contorno sono trop-

po complesse per poter applicare procedimenti analitici: nelle analisi sia 

statiche sia dinamiche si deve allora fare ricorso ad altri metodi, per lo 

più basati sull’uso del calcolatore. Tra tali metodi, ampiamente impie-

gato è quello degli elementi finiti, che considera il sistema continuo co-

stituito da elementi “finiti”, cioè di dimensioni finite, anziché di dimen-

sioni infinitesime, come nel caso dei metodi analitici. 

L’idea di definire, non un’unica funzione per l’intera struttura, ma 

una funzione per ciascun tratto della stessa permette di applicare il me-

todo a strutture anche molto complesse, adottando peraltro funzioni di 

forma molto semplici e ripetitive. Il principio è che, se le funzioni di 

forma assunte per i vari elementi sono scelte opportunamente, la solu-

zione può convergere a quella esatta per l’intera struttura al diminuire 

delle dimensioni degli elementi finiti. 

All'interno di ogni elemento finito si individuano dei punti caratte-

ristici, detti nodi, i cui spostamenti giocano il ruolo di gradi di libertà 

dell'elemento. 
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Figura 4.1: Discretizzazione per elementi finiti. 

Elemento finito n-esimo e numerazione locale dei nodi. 

Durante il processo di risoluzione, vengono soddisfatti l’equilibrio e 

la congruenza degli spostamenti ai nodi, così che l’intera struttura si 

comporta come un’unica entità. 

La scelta di un modello numerico per l’analisi di qualsiasi problema 

strutturale non può prescindere da alcuni fattori fondamentali: gli o-

biettivi dell’analisi; l’accuratezza richiesta; il tipo di analisi che si in-

tende effettuare (lineare o non lineare); la tipologia strutturale oggetto 

dell’analisi; le risorse di calcolo che si hanno a disposizione. 

La modellazione numerica delle discontinuità forti nell’ambito del 

metodo degli elementi finiti richiede l’uso di formulazioni non standard 

per consentire la trattazione di salti nel campo di spostamento. 

L’approccio alle discontinuità forti descritto nel capitolo precedente 

è stato sviluppato senza riferimento ad un particolare metodo numerico 

e può, pertanto, essere usato come modello matematico di base per lo 

sviluppo, in principio, di diversi modelli numerici. 

Nella implementazione discreta, la legge trazione-separazione del-

l’interfaccia immersa viene introdotta in maniera esplicita. In questo 

caso è necessario dedurre esplicitamente la legge costitutiva discreta 

indotta dal modello continuo da usare all’interfaccia oppure è possibile 

usare una legge costitutiva all’interfaccia indipendente dal modello con-

tinuo. Con il predetto approccio il regime delle discontinuità forti  viene 

raggiunto effettivamente. 
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In letteratura, l’implementazione di tale approccio con discontinui-

tà immerse porta alla scrittura a livello elementare di un sistema di 

equazioni di equilibrio, costituito dalle equazioni di equilibrio classiche 

a cui si aggiunge una equazione addizionale che esprime in forma debo-

le l’equilibrio tra le tensioni all’interfaccia e le tensioni nell’elemento. 

In questo sistema, oltre ai gradi di libertà nodali, compaiono dei 

gradi di libertà aggiuntivi costituiti dalle componenti del vettore salto 

di spostamento, che vengono eliminati tramite una tecnica di condensa-

zione statica. 

Nella letteratura specializzata vi sono molti lavori che trattano del 

Metodo delle Discontinuità Forti secondo la sua implementazione origi-

naria, ossia basata sulla tecnica degli elementi con discontinuità im-

merse, con impiego della tecnica di condensazione statica. 

Nell’ambito della presente tesi si è adottata una implementazione 

numerica basata su questo approccio, di cui viene fornita una diversa 

giustificazione. Questa tecnica di implementazione rende più semplice 

l’introduzione di una legge costitutiva discreta all’interfaccia, senza la 

necessità di ricorrere a parametri di penalizzazione. 

Nell’ambito del metodo degli elementi finiti standard, in letteratura 

esistono differenti modelli numerici, sviluppati nel corso degli anni e ad 

oggi in continua evoluzione, che consentono di risolvere il problema del-

la modellazione del comportamento non lineare in modo più o meno 

preciso e, quindi, a spese di alti o bassi oneri computazionali. 

Resta valida, comunque, la semplice regola per la quale al maggiore 

grado di precisione del modello numerico corrisponda sempre un au-

mento notevole dei parametri da gestire (resistenze dei materiali, ade-

renza, instabilità, fatica, degrado, fessurazioni, ecc.), con la conseguen-

za di un alto rischio di ottenere un risultato poco affidabile, per quanto 

possa essere preciso. Di contro, modelli meno accurati richiedono pochi 

parametri e nella maggior parte dei casi procurano un risultato affida-

bile anche se non molto preciso. 

Il procedimento risolutivo per elementi finiti si attua secondo una 

serie di fasi tipiche, elencate di seguito in maniera sintetica: 

1) Idealizzazione del problema ingegneristico di partenza, ovvero la 

scelta del modello matematico a base del calcolo, compresa l'introduzio-



104 CAPITOLO 4 

 

ne di opportune ipotesi: 

• la tipologia geometrica e di carico; 

• il comportamento del materiale (ad esempio elastico o anelastico, 

isotropo o anisotropo, indipendente o dipendente dal tempo); 

• il regime globale di risposta della struttura (ad esempio statico o 

dinamico, in piccole o in grandi deformazioni); 

• l'adozione di specifiche assunzioni sul tipo di comportamento 

strutturale (ad esempio monodimensionale). 

Le assunzioni fatte vanno debitamente tenute in conto nella valu-

tazione critica dei risultati a valle del calcolo. 

2) Discretizzazione o fase di pre-processione che prevede: 

• suddivisione della struttura in elementi finiti; 

• scelta del tipo di elementi da utilizzare; 

• ottimizzazione della topologia in relazione ai risultati attesi (ad 

esempio infittimento della maglia in corrispondenza di zone ove so-

no attesi forti gradienti di sforzo); 

• predisposizione per eventuali successivi raffinamenti o dirada-

menti della mesh ai fini del controllo della bontà dei risultati; 

• collocazione di nodi su interfacce naturali caratteristiche del 

problema strutturale, quali frontiere tra materiali differenti, punti 

angolosi del contorno, punti di controllo ove si vuole monitorare 

l'entità degli spostamenti in maniera diretta, ecc.. 

3) Modellazione del campo di spostamenti: 

• definizione delle funzioni di forma e scelta dell'ordine d'interpo-

lazione (eventuale predisposizione per l’aumento del grado dei poli-

nomi interpolanti a parità del numero di elementi finiti); 

• calcolo delle quantità caratteristiche di ogni elemento finito: de-

terminazione delle matrici di rigidezza e delle forze nodali equiva-

lenti (solitamente mediante integrazione numerica approssimata), 

con eventuale passaggio richiesto tra sistemi di riferimento locali e 

globali, ecc.. Questi procedimenti si prestano al calcolo automatico e 

vengono definiti all'interno di opportune subroutines chiamate ripe-

tutamente all'interno del programma di calcolo. 

4) Assemblaggio degli elementi finiti (Figura 4.2) e del sistema ri-

solvente (formazione delle equazioni nei gradi di libertà di tutto il si-
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stema): 

• individuazione delle connessioni tra gradi di libertà locali e glo-

bali (matrice di connettività o tabella delle incidenze); 

• formazione della matrice di rigidezza dell'intera struttura e del 

vettore dei termini noti; 

• imposizione delle condizioni cinematiche al contorno sui gradi di 

libertà vincolati. Frequentemente si esegue una condensazione sta-

tica di gruppi di gradi di libertà in favore di altri (ad esempio di 

gradi di libertà interni al dominio rispetto a gradi di libertà relativi 

al contorno). 

 
Figura 4.2: Assemblaggio EE.FF. e tabella incidenze o matrice di connettività. 

5) Soluzione: risoluzione del sistema finale assemblato delle equa-

zioni di equilibrio in forma discreta. In tale fase si utilizzano algoritmi 

noti di calcolo numerico per la soluzione di sistemi. Tali algoritmi sfrut-

tano le proprietà significative della matrice di rigidezza assemblata, 

quali la simmetria e la sparsità (con struttura a banda). 

6) Ricostruzione campi incogniti mediante sostituzione a ritroso: 

• determinazione degli spostamenti locali all'interno degli elemen-

ti finiti noti i valori degli spostamenti nodali in soluzione; 

• calcolo delle deformazioni all'interno degli elementi; 

• determinazione degli sforzi a partire dalle deformazioni per mez-

zo del legame costitutivo. 
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7) Rappresentazione e visualizzazione dei risultati ottenuti (fase di 

post-processamento): redazione di tabulati e preparazione di diagram-

mi, grafici con mesh deformate. 

La formulazione agli spostamenti di un problema strutturale nel-

l’ambito del metodo degli elementi finiti è basata sulla suddivisione del-

la struttura reale in un insieme di elementi in ciascuno dei quali i cam-

pi incogniti vengono discretizzati. 

In questa formulazione gli spostamenti al continuo dell’elemento, 

u(x), sono calcolati interpolando gli spostamenti nodali U dello stesso e 

utilizzando delle funzioni di forma interpolanti, raggruppate nella ma-

trice N(x), secondo la relazione: 

 ( ) ( )u N Ux x  4.1 

In tal modo è possibile esprimere il vettore delle deformazioni sem-

plicemente moltiplicando l’operatore gradiente D del primo ordine per il 

vettore contenente gli spostamenti dell’elemento u(x): 

 ( ) ( )ε Dux x  4.2 

Gli spostamenti u(x) sono però funzione di quelli nodali, come visto 

in precedenza: 

 ( ) ( ) ( )ε D N U B Ux x x     4.3 

Il campo di deformazione dell’elemento è, dunque, funzione degli 

spostamenti nodali attraverso la matrice delle derivate delle funzioni di 

forma:  

 ( ) ( )B D Nx x     4.4 

In sostanza, si è stabilita la congruenza delle deformazioni. La 

stessa relazione vale anche in termini incrementali, al fine di conside-

rare il comportamento non lineare dei materiali. 

In questi casi il legame tra deformazioni e forze nella sezione può, 

infatti, essere espresso solo in termini incrementali, ad esempio con la 

relazione seguente: 

 ( ) ( )σ σ εx x     4.5 

attraverso la legge costitutiva che dipende dalle caratteristiche del ma-

teriale nello stato deformativo corrente (rigidezza tangente). 
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Una volta noto il legame costitutivo resta solo da stabilire l’equi-

librio con le forze nodali applicate. Per scrivere l’equazione di equilibrio 

si può, ad esempio, utilizzare l’equazione dei lavori virtuali: assegnato 

un campo di spostamenti e deformazioni virtuali congruenti, si dimo-

stra che l’applicazione del principio dei lavori virtuali equivale a scrive-

re un’equazione di equilibrio. 

Assumendo che U sia il vettore degli spostamenti globali, A l’ope-

ratore di assemblaggio e w il valore corrente del salto di spostamento 

nella sezione in cui viene introdotta la discontinuità immersa tra i nodi 

interni dell’elemento in calcestruzzo, il campo di spostamenti del calce-

struzzo ed anche gli scorrimenti risultano discontinui. 

In accordo con il metodo degli elementi con discontinuità immerse 

proposto in [70, 91], il campo di spostamenti nel calcestruzzo può essere 

scritto come la somma di un termine continuo ed uno discontinuo: 

 
C C C C C
( ) = ( ) ( ) ( ) ( )ˆu u u N U N wx x x x x    4.6 

in cui il termine discontinuo assume la forma: 

 
1

2

C C Ci
( ) (H ( ))= ( )u N wL

i L

x N x x


   4.7 

essendo 
1

HL  la funzione di Heaviside nel punto di ascissa L1 ed  

Ci
N  le funzioni di forma del calcestruzzo relative ala secondo tratto 

dell’elemento finito con la discontinuità immersa. 

Per il caso esaminato, il sistema globale di equazioni non lineari di 

equilibrio è dato da: 

      
1

0
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A A x A x x dx  


      
   4.8 
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elnelem

e

L

A A x x dx A 


    
   4.9 

In notazione matriciale, come già detto, la relazione tra il vettore 

delle deformazioni e quello degli spostamenti è espressa attraverso la 

matrice B mediante la seguente: 

 ( ) ( )ε B Ux x  4.10 
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e tale relazione nel caso del calcestruzzo assume la forma: 

 
C C C
( ) ( ) ( )ε B U B wx x x   4.11 

in cui la 
C

B  corrisponde al salto di spostamento all’interfaccia. 

In maniera analoga, attraverso la definizione di scorrimento 

 
G G

( ) ( ) ( )s B U B wx x x   4.12 

l’operatore 
G

B  si scrive come 

 
G C

( )B N x . 4.13 

Le equazioni di equilibrio vengono, dunque, imposte mediante 

l’uguaglianza fra le forze nodali equivalenti alle sollecitazioni interne e 

le forze nodali esterne, comprese quelle equivalenti ai carichi esterni 

applicati sulla superficie dell’elemento (Qc). 

L’applicazione del metodo dei residui, in quanto basato sullo svi-

luppo in serie di Taylor delle predette equazioni arrestato al primo or-

dine attorno alla soluzione al passo corrente, conduce alla loro soluzione 

iterativa, attraverso la definizione della matrice di rigidezza tangente, 

calcolata con la soluzione corrente in termini di spostamenti: 

 

UU Uw U

wU ww w

K K -rU

K K -rw

    
    

    
    

    

 4.14 

essendo 
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 4.15 
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   4.16 
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L
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   4.17 

in cui n
tgK rappresenta il modulo tangente del tratto softening del lega-
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me trazione - separazione del calcestruzzo. 

Nel caso di elementi con una frattura immersa, i gradi di libertà in-

terni possono essere condensati ed in termini di equilibrio fra forze in-

terne ed esterne può scriversi la seguente relazione non lineare 

 L
CD( ) ,K u u F  4.18 

che denota anche in forma compatta il comportamento non lineare del 

calcestruzzo teso ed in cui anche sul vettore delle forze opera la tra-

sformazione di condensazione come segue: 

 
1

12 22
L L L
CD int*F F = F K K F


  
 

. 4.19 

La relazione (4.14), in cui è presente il vettore delle forze in corrispon-

denza dei gradi di libertà interni condensati, viene utilizzata, unita-

mente ai termini delle (3.53), (3.54), (3.55) e (3.56), esclusivamente nel-

la determinazione, mediante integrazione numerica, dei residui delle 

forze nelle successive iterazioni della strategia di soluzione del proble-

ma non lineare con il Metodo di Newton - Raphson modificato. 

4.2. Implementazione dell’elemento finito 

monodimensionale 

Nell’ambito della presente tesi sono stati implementati elementi mono-

dimensionali, sia nel caso di azioni esterne di tipo assiale sia nel caso di 

tipo flessionale, in grado di catturare discontinuità nel campo di spo-

stamenti. 

Dal momento che nella discretizzazione agli elementi finiti è utile 

usare la notazione matriciale, le espressioni saranno riportate in tale 

notazione. 

Attraverso la scelta delle incognite del problema, corrispondenti ai 

gradi di libertà del sistema, che nel caso di elemento soggetto a trazione 

risultano due per ogni nodo e nel caso flessionale cinque (ridotti a quat-

tro nel caso di sezione a semplice armatura) sempre per ogni nodo, si 

possono scrivere le funzioni di spostamento generalizzato con il prodotto 

delle funzioni di forma approssimanti per gli spostamenti nodali. 
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Le predette funzioni di forma, che risultano di tipo approssimato 

per il problema non lineare, saranno ricavate in maniera esatta attra-

verso la soluzione del sistema di equazioni differenzaili di equilibrio 

scritte con legami costitutivi di tipo lineare. 

Dal campo di spostamenti, mediante la definizione del modello ci-

nematico, si ricaverà dapprima il campo di deformazione e successiva-

mente quello di tensione, attraverso la scelta del legame costitutivo dei 

materiali base costituenti il composito in questione e dell’interfaccia tra 

i predetti componenti. 

La scrittura delle equazioni di equilibrio discrete mediante l’uso 

della matrice di rigidezza tangente e delle forze nodali, che nelle risolu-

zioni iterative si identificano con i residui di equilibrio, permetterà 

l’analisi del problema non lineare, anche nella fase di formazione della 

frattura discreta (discontinuità) immersa nell’elemento; in tale ultimo 

caso è la matrice di rigidezza condensata che verrà utilizzata nel pro-

cesso di assemblaggio. 

Nel Capitolo 6 vengono riportati i risultati salienti delle applicazio-

ni numeriche effettuate sia nel caso di elemento soggetto a trazione, in 

diverse condizioni di vincolo e di carico, sia nel caso di elemento sogget-

to a flessione, traendo le necessarie conclusioni in termini di convergen-

za della soluzione ed alcune considerazioni ed osservazioni preliminari 

sul concetto della stabilità della frattura nel modello monodimensionale 

a comportamento assiale. 

4.3. Legami costitutivi 

Nella modellazione degli elementi strutturali in calcestruzzo armato è 

necessario definire il legame costitutivo dei singoli materiali: acciaio e 

calcestruzzo. 

Nella presente trattazione risulta di fondamentale importanza an-

che la definizione della legge costitutiva caratteristica dell’interfaccia 

tra i due predetti materiali di base costituenti il composito in questione. 

Nel seguito si farà riferimento al caso di stati di sollecitazione mo-

noassiali indotti da azioni cicliche, esulando dagli scopi del presente la-

voro l’analisi di stati tensionali pluriassiali. 
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Quando il comportamento dell’acciaio e del calcestruzzo viene simu-

lato considerando i due materiali separatamente (modelli agli elementi 

finiti, modelli a fibre ed alcuni modelli macroscopici del tipo multi-

spring) si devono inserire ulteriori elementi atti a descrivere i fenomeni 

di interazione (degradazione del legame di aderenza, tension stiffening) 

a meno di ricorrere ad ipotesi semplificative (perfetta aderenza fra i due 

materiali, trascurabilità del contributo del calcestruzzo teso tra due fes-

sure) oppure di modificare i legami costitutivi in modo da simulare i 

suddetti fenomeni. 

Nel caso in cui non si abbia interesse ad evidenziare i contributi di 

ciascuno dei due materiali, si può ricorrere a legami costitutivi che 

schematizzino il comportamento di porzioni dell’elemento che li conten-

gano entrambi (ad esempio, nella maggioranza dei modelli multi-

spring), come quelli proposti in letteratura per elementi in calcestruzzo 

armato soggetti a sforzo normale. 

Di seguito verranno trattati separatamente per i materiali costi-

tuenti base e per la loro interazione, i modelli costitutivi tratti dalla let-

teratura e scelti per l’implementazione nel metodo degli elementi finiti. 

4.3.1. L’acciaio 

L’acciaio nel cemento armato è impiegato sotto forma di barre di sezio-

ne circolare o approssimativamente tale. Per aumentare l’aderenza con 

il calcestruzzo, infatti, l’acciaio di qualità migliore viene prodotto in 

barre sulla cui superficie vengono realizzati dei risalti: questo tipo di 

barre è detto “ad aderenza migliorata”. In tutti i casi le barre sono ca-

ratterizzate dal diametro effettivo (barre tonde lisce) o dal diametro 

nominale di una barra circolare di uguale lunghezza e peso (barre ad 

aderenza migliorata). 

In pratica si possono distinguere due tipi di acciai: l’acciaio ordina-

rio, impiegato nel cemento armato normale e quello ad alta resistenza, 

che si usa nel cemento armato precompresso. 

Le caratteristiche meccaniche dell’acciaio si determinano mediante 

prove di trazione su monconi di barra; tipici diagrammi tensione-

deformazione di acciai con diverse caratteristiche di resistenza sono 

rappresentati in Figura 4.3. 
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Come è visibile nella predetta figura, l’andamento tipico della legge 

σ-ε mostra un tratto elastico lineare che si estende fino alla tensione fy, 

detta di snervamento, seguito da un tratto in cui la deformazione cresce 

con tensione praticamente costante (tratto plastico). Successivamente la 

tensione torna a salire, ma con pendenza molto inferiore a quella inizia-

le elastica (incrudimento), fino a raggiungere un massimo, per poi di-

minuire seguendo un ramo instabile con pendenza negativa che termina 

con la rottura effettiva della barra. 

 
Figura 4.3: Comportamento dell’acciaio da prove sperimentali. 

La grandezza più importante per definire la resistenza del materia-

le è la tensione di snervamento fy. Come tensione di rottura ft si assume 

il massimo valore raggiunto nella fase di incrudimento, in quanto il va-

lore effettivo al momento della rottura si può misurare solamente con 

prove a spostamento impresso. 

Il modulo elastico dell’acciaio è praticamente costante e, pertanto, 

non dipende dalla tensione di snervamento. Con buona approssimazio-

ne si può assumere, per tutti i tipi di acciaio: 

 5
s 2.05÷2.10×10E   [N/mm2] 4.20 

L’estensione del tratto plastico e l’allungamento a rottura εt dimi-

nuiscono al crescere della tensione di snervamento: gli acciai di qualità 

migliore sono, pertanto, meno duttili. 
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Negli acciai impiegati nel cemento armato, tuttavia, gli allunga-

menti di rottura sono, comunque, elevati. Come materiale l’acciaio ha 

comportamento simmetrico in trazione e compressione; pertanto, la 

prova di trazione è sufficiente ad individuarne le caratteristiche mecca-

niche. Ovviamente, a causa dei fenomeni di instabilità, il comportamen-

to degli elementi può essere molto diverso in trazione e compressione. 

Il legame costitutivo dell’acciaio viene studiato a partire da una 

prova a trazione monoassiale fino a rottura. 

In questo paragrafo si illustrano i legami costitutivi per l’acciaio 

che sono stati considerati durante lo studio e le applicazioni numeriche 

svolte. Nello studio del comportamento dell’acciaio è, infatti, possibile 

valutare modelli di complessità via via crescente. 

La formulazione della relazione monotona tra tensioni e deforma-

zioni per l’acciaio non comporta particolari complicazioni potendo essere 

descritta, con buona approssimazione del comportamento reale, con una 

semplice bilineare. L’acciaio, nel suo comportamento per carichi mono-

toni, viene pertanto modellato per mezzo di un legame elastico lineare 

incrudente e simmetrico a trazione e compressione.  

L’approccio più semplice è quello del Modello bilineare che descrive 

il comportamento del materiale attraverso una modellazione elastopla-

stica, che può essere senza o con incrudimento. Valutando dapprima 

quello senza incrudimento, rappresentato in Figura 4.4, 

 
Figura 4.4: Comportamento bilineare elasto-plastico senza incrudimento. 
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si osserva che si tratta di un modello che rende necessaria la distinzio-

ne tra un comportamento pre-snervamento e post-snervamento, valuta-

ti attraverso il parametro della deformazione εy: 

ε ≤ εy comportamento elastico; 

ε > εy comportamento plastico. 

Il comportamento elastico è caratterizzato da un modulo tangente 

pari al modulo elastico dell’acciaio Es, mentre il comportamento plastico 

presenta un modulo tangente nullo. Relativamente allo scarico, invece, 

esso avviene sempre seguendo il segmento elastico per cui il modulo 

tangente è pari ad Es. 

Per descrivere tale modello sono sufficienti il modulo elastico 

dell’acciaio e la tensione di snervamento, attraverso cui risulta imme-

diato calcolare la deformazione, suddividibile in una parte elastica, uti-

lizzata per ricavare la tensione ed una parte plastica. 

Il modello può essere descritto attraverso l’equazione: 

 ( )

s y

y y

E

f

  

 

 

 


 
 


 4.21 

dove ε è la deformazione del passo n-esimo e σ è la relativa tensione nel 

materiale. 

Nel caso si consideri, invece, un acciaio incrudente, il modello varia 

leggermente perché si suppone che, una volta superato lo snervamento 

ed entrati in campo plastico, la tensione non rimanga costante ma au-

menti, anche se il modulo tangente del ramo plastico è pari ad una fra-

zione di quello iniziale (Figura 4.5). 
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Figura 4.5: Comportamento bilineare elasto-plastico con incrudimento. 

Il modello può essere descritto attraverso l’equazione: 
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dove ε è la deformazione del passo n-esimo e σ è la relativa tensione nel 

materiale; fy è la tensione di snervamento ed εy la relativa deformazio-

ne; Es ed EH sono i moduli tangenti rispettivamente nel primo tratto li-

neare elastico e nel tratto di incrudimento. 

Nel caso di elemento composito in cui la barra di acciaio (fibra) è 

immersa nel calcestruzzo (matrice), la modesta resistenza a trazione del 

calcestruzzo fa nascere, tuttavia, il fenomeno del tension stiffening at-

traverso il quale il calcestruzzo teso compreso tra due fessure contigue 

esplica sulla barra un effetto irrigidente. 

In questa situazione la deformazione media dell’acciaio compresa 

tra le due fessure è minore di quella che si otterrebbe nell’ipotesi di cal-

cestruzzo non reagente a trazione. Questo fenomeno è stato studiato 

applicando delle variazioni al legame costitutivo bilineare, modifican-

done il primo tratto elastico, spezzandolo in due tratti: il primo più rigi-

do fino alla deformazione corrispondente alla prima fessurazione ed il 

secondo che, partendo dalla condizione di totale fessurazione, si collega 

al punto di snervamento (Figura 4.6).  
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Figura 4.6: Legge tensione-deformazione monotona per le armature. 

Caso particolare del tension stiffening. 

Nel caso ciclico un modello idoneo per descrivere l’andamento del 

legame tra tensioni e deformazioni è quello di Menegotto-Pinto, sia sen-

za sia con incrudimento Figura 4.7. 

      
Figura 4.7: Modello Menegotto-Pinto per l’acciaio senza  e con incrudimento. 

La curva inviluppo dei cicli di scarico e ricarico è sempre una bili-

neare, mentre le leggi che definiscono lo scarico-ricarico si basano su 

una relazione che lega non esplicitamente le quantità σ ed ε, ma che ri-

corre a due variabili ausiliarie, σ* ed ε* tali che tra loro vale la relazio-

ne: 
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potendo definire tali variabili ausiliarie come: 
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Il modello di Menegotto-Pinto può prevedere, dunque, anche un in-

crudimento dell’acciaio, come riportato in Figura 4.7, per cui nella sua 

tipologia più comune non vi sono asintoti orizzontali e deve essere con-

siderato il modulo di incrudimento dell’acciaio. La formulazione rimane, 

comunque, la medesima ed è possibile tener conto dell’incrudimento 

scegliendo opportunamente il punto 0. 

4.3.2. Il calcestruzzo e la frattura coesiva 

Il comportamento del materiale calcestruzzo, come quello di ogni mate-

riale, è profondamente dipendente dalla sua costituzione fisica e ciò 

scaturisce in un comportamento non lineare. 

La risposta di una struttura sotto carico dipende in larga misura 

dalla relazione sforzo-deformazione dei materiali che la costituiscono e 

dal livello dello stato di tensione. 

La formulazione analitica di un legame costitutivo che rappresenti 

il comportamento di un elemento in calcestruzzo, sia per carichi mono-

toni sia ciclici, nonché per prove monoassiali, biassiali o triassiali, viene 

condotta attraverso la taratura di risultati sperimentali. Nel presente 

studio l’analisi non lineare delle strutture in cemento armato sarà con-

dotta considerando stati di sollecitazione monotona e monoassiali. 

Nel caso del calcestruzzo, a rigore, dovrebbero essere eseguite prove 

triassiali per studiarne in modo esauriente il comportamento. Data la 

difficoltà di eseguire tali prove, si preferisce eseguire prove di tipo bias-

siali, mentre per le normali applicazioni ingegneristiche si fa riferimen-

to ai risultati di prove monoassiali (v. Figura 4.8). 
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Figura 4.8: Provino cilindrico portato a rottura. 

Il legame costitutivo in compressione monoassiale del calcestruzzo 

si può approssimare con diverse espressioni analitiche. 

La Normativa Europea per il cemento armato (EC2) propone la se-

guente, richiamando il modello di Sargin: 
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Il valore assoluto della deformazione εc1 cui corrisponde il raggiun-

gimento della resistenza fc si assume pari a 2.2x10-3. 

Il modulo elastico Ec dipende dalla resistenza fc, ma l’esperienza 

dimostra che vi è una forte dispersione dei risultati. In assenza di altre 

informazioni, la Normativa Italiana (NTC 2008) suggerisce: 
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in cui il valore medio della resistenza cilindrica a compressione fcm è le-

gato al valore caratteristico fck dalla seguente relazione: 

 8cm ckf f  [MPa] 4.31 

Applicando ad un provino in calcestruzzo una pressione laterale e 

conducendo una prova di compressione si registra un aumento sia della 

resistenza sia della deformazione ultima. Questo miglioramento delle 

proprietà meccaniche è legato ovviamente al livello di pressione laterale 

iniziale σ3, come evidenziato in Figura 4.9. 

 
Figura 4.9: Curve tensione-deformazione ottenute con prove di compressione 

triassiale su provini cilindrici - resistenza del calcestruzzo non confinato. 

Negli elementi strutturali le parti compresse sono racchiuse da 

staffe o spirali con passo più o meno fitto che, nella loro azione di con-

trasto all’espansione laterale, generano delle pressioni laterali entro la 

zona racchiusa dalle stesse staffe. Tale compressione triassiale che si 

crea nel nucleo di calcestruzzo genera un incremento di resistenza e 

duttilità della sezione. In particolare si ha: 

• il confinamento attivo, dato dall’effetto di sforzi traversali prodotti 

da forze esterne applicate, come nel caso della pressione idrostatica 

agente su un elemento scarico; 

• il confinamento passivo, ottenuto attraverso l’azione dell’armatura 

trasversale disposta nei piani delle sezione di trave con opportuna 
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spaziatura, che impedisce l’espansione laterale del calcestruzzo, la 

quale si viene a creare solo per alti valori di compressione assiale, 

quando cioè il livello di fessurazione è significativo. 

Come illustra la Figura 4.10, che confronta due curve di sforzo-

deformazione, la curva (A) e la (B), dove la prima è relativa a del calce-

struzzo non confinato, mentre la seconda è relativa a del calcestruzzo 

confinato, i vantaggi del confinamento si ripercuotono su tre aspetti: 

• la tensione massima raggiungibile nel caso confinato è maggiore 

(fcA < fcB); 

• la deformazione alla quale si ha la tensione di picco nel caso confi-

nato è maggiore (εA < εB); 

• la curva di degradazione nel caso confinato ha pendenza minore ri-

spetto a quella del caso non confinato, per cui il materiale conserva 

caratteristiche migliori più a lungo. 

 
Figura 4.10: Confronto delle curve di legame del calcestruzzo in compressione 

nel caso confinato e nel caso non confinato. 

In questa tesi si farà riferimento in particolare al legame proposto 

da Kent e Park (1971), modificato da Park ed esteso successivamente 

da Scott et al. (1982) (Figura 4.11), in quanto risulta uno dei modelli più 

utilizzati ed affidabili, nel senso di aderenza ai risultati sperimentali, 

per descrivere il comportamento del calcestruzzo in compressione. La 
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formulazione parte dalle conclusioni di Hognestad, che nel suo lavoro 

ha proposto una descrizione del ramo pre-picco di compressione del cal-

cestruzzo parabolico. 

È da evidenziare che nel modello originario proposto da Kent e 

Park (1971), l’armatura trasversale influenza la sola duttilità del calce-

struzzo e che la modifica apportata da Park (1982) riguardava l’incre-

mento di resistenza degli elementi confinati rispetto agli stessi non con-

finati. 

Sulla base di evidenze sperimentali, gli autori hanno proposto un 

legame costitutivo semplificato nel quale ad un primo tratto parabolico 

segue un tratto discendente rettilineo la cui pendenza dipende dall’en-

tità del confinamento. La legge finisce, poi, con un tratto orizzontale fi-

no al raggiungimento della deformazione massima. La Figura 4.11 illu-

stra qualitativamente la curva σ-ε di tale legame costitutivo. 

 
Figura 4.11: Modello di Kent, Park e Scott per il calcestruzzo. 

Le equazioni che governano i tre rami sono le seguenti: 
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dove εcc = 0.002 K, è la deformazione corrispondente alla massima resi-

stenza funzione del coefficiente amplificativo K: 

 1
yh

s

cp

f
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f
   4.33 

nel quale fyh è la resistenza dell’acciaio delle barre trasversali (staffe), 

fcp è la resistenza del calcestruzzo non confinato, mentre ρs è il rapporto 

tra il volume delle staffe rispetto al volume del nucleo confinato delimi-

tato dal perimetro delle staffe, per un tratto di lunghezza unitaria. La 

pendenza del ramo calante è invece (resistenza del calcestruzzo espres-

sa in MPa): 

 
0 5

3 0 29 3

145 1000 4

.

. c
s co

c

f b

f S



 




 


 4.34 

Il ramo post picco è, dunque, funzione del rapporto volumetrico di staffe 

ρs e del rapporto tra la lunghezza del nucleo confinato b e la distanza 

longitudinale tra le staffe S. Si nota, comunque, l’assenza di una rela-

zione tra resistenza di picco e diametro delle barre longitudinali, e tra il 

rapporto esistente tra passo delle staffe e diametro delle staffe. È evi-

denza sperimentale, infatti, che, a parità di rapporto volumetrico di ar-

matura trasversale, è più efficace disporre armature con piccolo diame-

tro a passo ridotto che il viceversa.  

 è un parametro meccanico che tiene conto dell’effetto di confina-

mento esercitato sul calcestruzzo dall’armatura trasversale. 

I modelli costitutivi sono definiti in modo completo solo se, oltre la 

legge monotona, è definito il comportamento del calcestruzzo allo scari-

co ed al ricarico, ossia il comportamento isteretico del materiale; il mo-

do più semplice di descriverlo è quello di approssimare entrambe le fasi 

con andamento lineare, come raffigurato in Figura 4.12. La pendenza 

dei tratti di scarico-ricarico segna il degrado di rigidezza che subisce il 

materiale quando ad esso è assegnata una deformazione maggiore della 

εco. Una regola di comportamento isteretico, formulata originariamente 

dai ricercatori Karsan e Jirsa, prevede che a partire da un qualunque 

stato tensionale e deformativo corrispondente alla deformazione εr, lo 

scarico avverrà linearmente fino alla deformazione εp che si calcola con: 
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Figura 4.12: Comportamento isteretico secondo Karsan e Jirsa. 

4.3.2.1. Il comportamento a trazione 

Nel comportamento a trazione del calcestruzzo, le relative prove mono-

assiali sugli elementi di tale materiale, rispetto alle prove di compres-

sione, evidenziano soprattutto la minore resistenza e il comportamento 

più fragile del materiale. Sebbene in certe analisi il calcestruzzo possa 

essere modellato come un materiale privo di resistenza a trazione, in 

realtà questa resistenza condiziona notevolmente il comportamento de-

gli elementi in cemento armato. 

È opportuno evidenziare come la trazione possa nascere o in fase di 

scarico anche in condizioni di deformazione negativa, come rappresen-

tato in Figura 4.13, dove lo stato tensionale positivo è dovuto allo scari-

co operato nel punto C ed è presente per valori negativi di deformazio-
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ne, oppure a causa di una deformazione positiva, come nel caso della 

Figura 4.14, dove si ha il raggiungimento della tensione massima nel 

punto A e poi l’annullarsi della tensione di trazione. 

 
Figura 4.13: Raggiungimento tensione positiva con deformazione negativa. 

 
Figura 4.14: Raggiungimento tensione positiva con deformazione positiva. 

A causa dei modesti valori che questa grandezza raggiunge, la regi-

strazione sperimentale della legge σ-ε del calcestruzzo teso è operazione 

delicata. Data la difficoltà ad eseguire prove di trazione pura, la resi-

stenza a trazione si misura di solito mediante prove indirette, come la 

prova su cilindro sollecitato a taglio, “prova brasiliana” o definita anche 

“splitting test”. In tal caso (Figura 4.15) la resistenza a trazione si cal-

cola con la relazione: 
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in cui P è il carico di rottura, d è il diametro di base ed h l’altezza del 

provino cilindrico. 

 
Figura 4.15: Schema della prova brasiliana. 

In alternativa, la resistenza a trazione si può misurare mediante 

una prova a flessione su di una barretta di calcestruzzo di dimensioni 

standard. Caricando il provino con due forze simmetriche P distanti a 

dagli appoggi, se b ed h indicano la base e l’altezza della sezione della 

trave, ipotizzando un comportamento lineare-fragile si ha: 
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dove fcf è detta resistenza a trazione per flessione. Tale resistenza risul-

ta generalmente più alta di quella misurata con la prova di taglio; me-

diamente si ha: 
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 1 2.cf ctf f  4.37 

La resistenza, indicata con fct è circa il 10% rispetto alla resistenza 

a compressione del calcestruzzo e, quindi, varia tra 1.5 e 5.0 N/mm2. 

Fino a tale valore della tensione fct il comportamento del materiale si 

presenta lineare e può, quindi, essere rappresentato dalla seguente re-

lazione: 

  ct ctE    4.38 

dove Ect è il modulo elastico del calcestruzzo teso. 

Dal momento che sono numerose le equazioni proposte per correla-

re la resistenza a trazione del calcestruzzo con quella a compressione, 

verranno seguite le indicazioni della Normativa, che suggerisce per la 

resistenza a trazione: 

 230 30.ct cf f   per Classi < C50/60 4.39 
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 per Classi > C50/60 4.40 

In relazione, ancora, al comportamento del calcestruzzo a trazione, 

si può notare che il modello coesivo trova giustificazione in tale compor-

tamento del materiale, il quale è ancora capace di trasferire tensioni 

una volta superata la resistenza a trazione. 

Nel caso di cemento armato, il ramo di softening può essere modifi-

cato sommando alla resistenza offerta dagli inerti il contributo dovuto 

alla trazione assorbita dal calcestruzzo compreso tra due fessure per 

l’aderenza con le barre d’acciaio. Questo è l’approccio generalmente uti-

lizzato nelle analisi agli elementi finiti, che implementano nell’algo-

ritmo utilizzato un legame costitutivo del calcestruzzo teso in grado di 

modellare il fenomeno del tension stiffening. 

La cinematica delle discontinuità forti induce dei processi dissipa-

tivi concentrati all’interfaccia con rilascio di energia per unità di area. 

Pertanto, risulta naturale legare l’energia per unità di area totale spesa 

all’interfaccia per la formazione di una discontinuità forte pienamente 

sviluppata (traction free) con il concetto di energia di frattura che, per 

definizione, è l’energia necessaria per creare una superficie unitaria di 
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frattura libera da tensioni. 

Una grandezza importante, atta a descrivere la resistenza del cal-

cestruzzo a trazione, è rappresentata dall’energia di frattura Gf. 

L’energia di frattura non dipende dal volume del corpo, ma solo dal-

la superficie fratturante. 

Essa rappresenta, inoltre, una caratteristica intrinseca del mate-

riale e definisce il lavoro necessario per far propagare di un’area unita-

ria la frattura. Data tale definizione, l’energia di frattura si calcola con 

la seguente espressione: 
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In questo caso possiamo definire l’energia di frattura come l’area 

sottesa dal diagramma carico - spostamento depurata dagli effetti del 

peso proprio del provino e divisa per la sezione netta in corrispondenza 

dell’intaglio. 

L’energia di frattura Gf dipende da un certo numero di parametri, 

in particolare dal contenuto di cemento, dal rapporto acqua - cemento, 

dal tipo e dalla massima dimensione degli inerti e dall’età del calce-

struzzo. Secondo il CEB-FIP MC90 (1993), l’energia di frattura può es-

sere stimata, in prima approssimazione, con riferimento alla resistenza 

a compressione del calcestruzzo e tenendo conto della massima dimen-

sione degli inerti: 
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in cui 

fcm è la resistenza media a compressione; 

fcmo è una resistenza media di compressione di riferimento pari a 10 

N/mm2; 

Gfo è un’energia di frattura di riferimento dipendente dalla dimen-

sione massima degli inerti secondo i valori riportati in Tabella 4.1. 
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Tabella 4.1: Valori energia di frattura di riferimento 

in funzione del diametro massimo degli inerti. 

d max [mm] 8 16 32 

Gfo [N/mm] 0.025 0.030 0.038 

 

Allo scopo di fornire un’espressione analitica alla curva trazione-

separazione sono state introdotte diverse leggi “strain-softnening”.  

Tali espressioni sono assegnate in modo da garantire che l’energia 

dissipata durante il processo di frattura coesiva, fino alla formazione di 

una frattura libera da tensioni, sia pari all’energia di frattura per il ma-

teriale in esame.  

Esistono in letteratura diverse proposte di legame trazione-aper-

tura di fessura, come si può notare dalla Figura 4.16 (CEB FIP MC90, 

1991). Il comportamento qualitativo è molto simile e, per quanto le cur-

ve differiscano tra loro, di solito le applicazioni pratiche non sono in-

fluenzate sensibilmente dall’uso dell’una o dell’altra impostazione e la 

scelta si basa spesso su considerazioni pratiche. 

 
Figura 4.16: Diversi legami σ-w proposti in letteratura. 
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Nel caso lineare, la legge costitutiva per il softening è rappresenta-

ta da una legge lineare tra tensioni e apertura della fessura. 

 
1

2
f cr ctG w f   4.44 

 
Figura 4.17: Softening lineare. 

La pendenza del diagramma tensione - apertura è caratterizzata 

dal modulo H [F L-3] di softening, negativo, il cui valore assoluto è: 
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Nel caso bi-lineare, la relazione tra tensioni e apertura della fessu-

ra è definita da un legame bilatero (CEB FIP MC90, 1993): 
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Figura 4.18: Softening bi-lineare. 

Nel caso di softening bi-lineare secondo il modello di Petersson, è 

opportuno introdurre un parametro di penalizzazione della rigidezza i-

niziale (v. Figura 4.19), trasformandola da un valore infinito ad un va-

lore finito ma grande, tale da risolvere eventuali problemi di mal condi-

zionamento numerico [75, 102] (Petersson’s bilinear law with penalty 

stiffness). 

 
Figura 4.19: Softening bi-lineare con “Penalty stiffness”. 
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Infine, nel caso del softening esponenziale il legame costitutivo è 

rappresentato da un’esponenziale la cui legge si può esprimere per 

mezzo della seguente relazione: 
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   4.48 

 
Figura 4.20: Softening esponenziale. 

La pendenza del diagramma tensione - apertura è caratterizzata 

dal modulo H [F L-3] di softening, negativo, risulta funzione di w ed in 

valore assoluto può essere scritto come: 
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Il rapporto tra il coefficiente fct
2/Gf, che è presente nelle formulazio-

ni di H, ed E, modulo di Young, rappresenta la lunghezza ltr, caratteri-

stica del materiale. 

Il comportamento non lineare del calcestruzzo teso, nei modelli og-

getto della presente tesi, si ottiene dall’estensione del predetto concetto 

di energia di frattura; a causa della fessurazione, la resistenza a trazio-

ne del calcestruzzo decresce e di ciò se ne tiene conto per mezzo 

dell’introduzzione di una molla non lineare il cui legame costitutivo (ri-

gidezza tangente) nel caso di legge esponenziale con softening risulta 

dato da: 
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nella quale fct è la resistenza a trazione all’attivazione dell’inter-

faccia (apertura del crack), la variabile interna Gf/fct (denominata anche 

w1), in accordo al concetto di energia di frattura, viene ottenuta ponen-

do l’area sottesa dalla curva di softening uguale all’energia di frattura 

di un crack. 

Gfo dipende dalla massima dimensione degli inerti dmax e per il caso 

di dmax = 16 mm è data da Gfo = 0.03 Nmm/mmq e fct e fco sono correlati 

alla resistenza del calcestruzzo in compressione. 

Nel caso flessionale, all’apertura del primo crack il comportamento 

non lineare del calcestruzzo teso verrà modellato con una molla trasla-

zionale non lineare unilatera ed una rotazionale, le cui rigidezze ver-

ranno correlate all’energia di frattura per mezzo di una legge esponen-

ziale con softening, come già specificato nel capitolo precedente. 

4.3.2.2. Il criterio di attivazione dell’interfaccia 

Nelle analisi non lineari a controllo di spostamento o di forza dovranno 

essere controllate le tensioni nel calcestruzzo teso, che, in condizioni di 

raggiungimento del criterio di attivazione dell’interfaccia e di successi-

va rottura, determinano l’apertura delle fessure; dovrà essere verificato 

anche che quelle nell’acciaio non devono raggiungere il limite di sner-

vamento ed, infine, anche gli scorrimenti che potrebbero determinare 

tensioni di aderenza tali da dovere aggiornare la matrice di rigidezza in 

dipendenza di possibili variazioni del parametro 2 nascente dal legame 

tensione di aderenza - scorrimento, secondo i passaggi seguenti. 

Lo spostamento o il carico che determina l’attivazione dell’interfac-

cia e la successiva apertura del crack va individuato attraverso la ricer-

ca del massimo della tensione normale di trazione nel calcestruzzo: 

 
  max max

max max max
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( or ) or

c c c
x

c ct c
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 4.51 
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e la ricerca del massimo della tensione normale di trazione nell’ac-

ciaio che porta allo snervamento della barra: 

 
  max max

max max max

( or , ) ( or ),

( or ) or

s s s
x

s sy s

Max P u x f P u x

f P u f P u

     

     
 4.52 

L’ascissa xcmax che individua la posizione del crack permette la de-

terminazione dei due sub elementi del BFE - Basic Finite Element fes-

surato. 

4.3.3. L’interfaccia 

Il trasferimento delle tensioni di trazione dalle barre di armatura al 

calcestruzzo circostante è un fenomeno molto complesso, che, come è 

stato ampiamente dimostrato dai numerosi studi in materia che si sono 

succeduti a partire dai primi anni del XX secolo ad oggi, coinvolge mol-

teplici meccanismi, la cui compiuta modellazione costituisce un proble-

ma tutt’ora irrisolto. 

Il corretto funzionamento delle strutture in cemento armato dipen-

de, infatti, dalla effettiva possibilità che i due materiali costituenti, cal-

cestruzzo ed acciaio, siano realmente solidali, cioè subiscano le stesse 

deformazioni. Tale comportamento è reso possibile dall’aderenza, il fe-

nomeno attraverso cui si trasmettono gli sforzi tra i due materiali. Il 

fenomeno dell’aderenza non è una proprietà intrinseca della barra di 

armatura ma, piuttosto, deriva da un’ampia serie di fattori, i quali in-

tervengono in modo differente nei vari stati di sollecitazione delle mem-

brature in cemento armato. 

4.3.3.1. I modelli presenti in letteratura 

Lo sviluppo delle tensioni di aderenza, insieme al manifestarsi degli 

scorrimenti relativi acciaio - calcestruzzo e della fessurazione, comporta 

poi una determinante influenza sulla capacità rotazionale delle cerniere 

plastiche nelle membrature in cemento armato con evidenti riduzioni 

della loro rigidezza flessionale, in aperto contrasto con le ipotesi classi-

che della teoria del cemento armato. Il modello più comunemente adot-

tato per rappresentare l’aderenza, sia per scopi normativi e di progetta-

zione, sia per scopi di ricerca, è quello di tensione tangenziale uniforme 
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in grado di svilupparsi lungo la superficie laterale di una barra di ar-

matura, ipotizzata con area trasversale equivalente a quella reale, ma 

con superficie laterale liscia. 

Il suddetto modello è giudicato a tutt’oggi una semplificazione ac-

cettabile del fenomeno dell’aderenza, e, come sarà meglio illustrato più 

avanti, è generalmente caratterizzato da un legame locale tra la tensio-

ne tangenziale τ e lo scorrimento relativo s, il cui andamento è derivato 

da prove sperimentali del tipo pull-out, condotte su provini in cui il 

tratto della barra reso aderente al calcestruzzo è limitato (Rehm et al, 

1961). 

Il legame costitutivo d’aderenza può essere definito attraverso la 

prova di pull-out (Figura 4.21): supponendo che le tensioni tangenziali 

siano uniformemente distribuite su tutto il tratto della barra, di lun-

ghezza l, immerso nel calcestruzzo, nota la forza F, dall’equazione di 

equilibrio alla traslazione orizzontale, è possibile valutare la tensione 

tangenziale di aderenza: 

 
F

p l
 


 4.52 

dove p è il perimetro della barra d’acciaio. 

 
Figura 4.21: Pull-out test proposto da Rehm (1961). 
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La prova registra anche lo scorrimento terminale della barra, per 

cui, mettendo in relazione le due grandezze, si costruisce la curva che 

descrive il legame d’aderenza (Figura 4.22). 

 
Figura 4.22: Legame τ-s locale. 

Il meccanismo resistente sul quale si basa l’aderenza è ben rappre-

sentato, al crescere della forza di trazione, dalla successione di quattro 

fasi (Tassios et.al.) (Figura 4.22), di seguito descritte: 

Fase I: calcestruzzo non fessurato. 

Per bassi valori della forza di trazione, si mobilitano altrettanto 

bassi livelli della tensione tangenziale di aderenza τ ≤ τ1 = (0.2 ÷ 0.8) fct, 

essendo fct la resistenza a trazione del calcestruzzo. L’ancoraggio è assi-

curato principalmente dall’adesione chimica che si instaura durante il 

getto di calcestruzzo. Essa è accompagnata dall’interazione meccanica 

associata all’irregolarità della superficie della barra; tuttavia, queste 

tipologie d’aderenza giocano un ruolo molto modesto, come confermato 

dal comportamento di una barra liscia (Stage IV/a). Per quest’ultima, 

anche basse sollecitazioni tangenziali sono sufficienti a rompere rapi-

damente l’adesione tra barra e calcestruzzo, determinando l’immediata 

crisi del sistema resistente. Sebbene in questa fase gli scorrimenti rela-

tivi siano nulli, nelle prove di pull-out si registra comunque uno scorri-
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mento minimo, che attiene però alla deformazione in trazione del calce-

struzzo (Figura 4.22 b). 

Fase II: comparsa delle prime fessure nel calcestruzzo. 

Per sollecitazioni crescenti, anche la tensione di aderenza aumenta 

(> 1) e viene meno il contributo resistente dell’adesione chimica. Nelle 

barre ad aderenza migliorata, la presenza delle nervature genera una 

componente radiale di compressione in direzione perpendicolare alla 

nervatura (Figura 4.23 a-b). A tale componente radiale il calcestruzzo, 

per equilibrio, oppone tensioni di trazione. Le limitate caratteristiche 

del conglomerato in tali condizioni determinano la lesione dello stesso, 

evidenziando delle microfessure trasversali che si estendono dall’estre-

mità d’ogni nervatura (Figura 4.23 c), in corrispondenza delle quali si 

ottiene sfilamento locale della barra rispetto al calcestruzzo: l’apertura 

delle microfessure permette un reale scorrimento della barra d’acciaio. 

La modesta entità delle tensioni circonferenziali, determinata princi-

palmente dalla favorevole geometria dei risalti, che mostrano un angolo 

 elevato, confina le microfessure, e quindi lo scorrimento, a valori tra-

scurabili. 

 
Figura 4.23: Cunei di conglomerato a monte della nervatura (Tepfers, 1979) (a), 

spinte radiali da essi esercitate (b) e fessure trasversali e longitudinali da split-

ting (Gambarova e Karako, 1982) (c). 

In questa fase, lo stato di sollecitazione del calcestruzzo all’interno 

delle nervature è caratterizzato da elevate sollecitazioni di compressio-
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ne e da tensioni di trazione, che ingenerano l’apertura delle prime mi-

cro-fessure trasversali, cui sono associati valori di scorrimento via via 

più elevati. La propagazione delle micro-fessure non raggiunge pertanto 

la superficie esterna del tirante e non si assiste in genere a fenomeni di 

splitting. 

Fase III: fessurazione longitudinale. 

Per valori di tensione tangenziale ancor maggiori, dalle microfessu-

re si originano le “fessure longitudinali da spacco” (splitting cracks, Fi-

gura 4.24 b).  

 
Figura 4.24: Fessurazioni nel calcestruzzo. 

Ciò si deve essenzialmente al disgregamento del calcestruzzo che 

preme contro ogni risalto. A causa del deterioramento, il conglomerato 

si comporta come un cuneo, determinando un cospicuo incremento delle 

tensioni circonferenziali. La contemporanea presenza della propagazio-

ne delle fessure e del fenomeno dei cunei di calcestruzzo implica che 

tutti i fattori relativi al confinamento abbiano un importante impatto 

sull’aderenza. Il calcestruzzo non fessurato esercita un’azione di confi-

namento sulla barra mediante una sorta di puntellamento attraverso lo 

strato di conglomerato fessurato circostante la barra d’acciaio. 

Nel caso di nulla o scarsa presenza di un rinforzo trasversale si ar-

riva alla crisi, con sfilamento della barra, non appena le fessure rag-

giungono la superficie esterna del provino (Stage IVb, splitting failure). 

Nel caso di considerevole staffatura o notevole ricoprimento, l’azione di 

confinamento è tanto elevata da prevenire il diffondersi delle fratture 

longitudinali che rimangono relegate intorno la barra d’acciaio (Stage 
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IVc, pull-out failure). 

Fase IVa: barre lisce. 

Questo stadio segue immediatamente la rottura dell’aderenza per 

adesione chimica; il trasferimento delle tensioni tangenziali è fortemen-

te condizionato da azioni trasversali; il ritiro del calcestruzzo e la sca-

brezza dell’armatura favoriscono l’attrito, mentre il deterioramento del-

la superficie in movimento riduce le compressioni radiali fino al comple-

to sfilamento della barra. 

Fase IVb: barre ad aderenza migliorata. 

All’aumentare dello scorrimento, la tensione d’aderenza raggiunge 

un massimo, per poi decrescere più o meno rapidamente in funzione 

dell’azione di confinamento: nel caso di minima armatura trasversale, 

le splitting cracks interessano l’intero copriferro con conseguente, im-

provvisa, perdita d’aderenza. D’altra parte, una sufficiente staffatura 

può assicurare una modesta efficienza a dispetto dello scorrimento. Per 

scorrimenti ancor maggiori, prevale un’aderenza d’attrito: le mensole di 

calcestruzzo tra le nervature si disgregano o sono tranciate e la barra 

scorre senza l’apprezzabile contributo dell’azione dei cunei di conglome-

rato. 

Fase IVc: barre ad aderenza migliorata. 

Nel caso di armatura trasversale notevole, l’azione di confinamento 

impedisce lo scorrimento per splitting: la crisi avviene, pertanto, per 

tranciamento delle mensole di calcestruzzo. 

La Figura 4.25 illustra i possibili meccanismi di collasso locale 

dell’aderenza richiamati in precedenza (Cairns et al. (1992) e Andrea-

sen et al. (1992)). 
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Figura 4.25: Possibili meccanismi locali di collasso dell’aderenza. 

Schematizzando, la perdita d’aderenza, che generalmente dipende 

dall’efficacia del confinamento offerto sia dal copriferro sia dalle arma-

ture trasversali, si può manifestare per: 

• Crisi per pull-out senza (o minima) fessurazione longitudinale: con-

finamento efficace e/o ingente copriferro (molto superiore ai valori 

normalmente utilizzati), tranciamento del calcestruzzo; 

• Crisi per pull-out accompagnata da una moderata fenditura longi-

tudinale: confinamento modesto e/o copriferro limitato, tranciamen-

to del calcestruzzo associato a scorrimento per splitting; 

• Crisi per splitting indotta dalla completa perdita del ricoprimento 

per insufficiente confinamento e/o copriferro: lo scorrimento avvie-

ne con minimo danneggiamento dei risalti tra le nervature. 

I parametri che caratterizzano il legame d’aderenza dipendono, per-

tanto: 

• dalle caratteristiche geometriche e meccaniche dell’armatura; 

• dalle caratteristiche meccaniche del calcestruzzo; 

• dall’azione di confinamento esercitato dal copriferro e dall’armatura 

trasversale; 

• dal tipo di storia carico applicata; 

• da fattori ambientali. 

In relazione alle caratteristiche geometriche e meccaniche dell’ar-

matura, le possibili forme delle nervature sono molteplici e per anni so-

no state al centro di discussioni che cercavano di determinare i parame-

tri geometrici necessari a garantire l’aderenza. In linea teorica, il mo-
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dello migliore dovrebbe essere quello che minimizza la forza di splitting 

e rende massima l’aderenza. 

Un utile strumento per valutare l’influenza delle caratteristiche ge-

ometriche delle barre ad aderenza migliorata sul legame d’aderenza è il 

cosiddetto “indice d’aderenza o superficie relativa delle nervature” 

(Rehm), che per barre ad aderenza migliorata è pari a: 

 
np

R

A
f

c


 
 4.53 

dove i parametri geometrici della barra sono riportati in Figura 4.26. 

 
Figura 4.26: Definizione parametri geometrici per calcolo indice d’aderenza. 

Nel caso della barra con nervature idealizzate anulari (Figura 

4.27), si ottiene per l’indice d’aderenza: 
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 4.47 

 
Figura 4.27: Caratteristiche geometriche barra nervata idealizzata 

(Rehm,1961). 
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Al crescere dell’indice di aderenza (il che significa aumento dell’al-

tezza dei denti a parità della loro distanza e/o diminuizione della di-

stanza a parità di altezza), cresce la resistenza d’aderenza e diminuisce 

il corrispondente scorrimento, ma contemporaneamente aumenta la 

predisposizione allo splitting (Figura 4.28). 

 
Figura 4.28: Rottura per splitting e rottura per pull-out (Rehm, 1961). 

Per risalti troppo ravvicinati o di notevole dimensione, non potrà 

sfruttarsi la resistenza delle mensole di calcestruzzo: il fenomeno sarà 

fortemente condizionato dal valore della tensione tangenziale che si in-

staura sulla superficie cilindrica che avvolge la barra nervata (Figura 

4.29, rottura per pull-out). Nel caso in cui le nervature sono lontane più 

di 10 volte la loro altezza, la rottura arriva per schiacciamento del cal-

cestruzzo compreso nella zona radiale posta contro i risalti determinan-

do una crisi per splitting (Figura 4.29). 
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Figura 4.29: Andamento qualitativo tensioni principali e superfici di rottura 

nelle mensole di calcestruzzo sotto l’azione di nervature anulari (barra idealiz-

zata) (Leonhardt, 1977). 

I risultati delle prove sperimentali condotte da Rehm individuano 

una dipendenza lineare tra la tensione d’aderenza media e l’indice 

d’aderenza fR (Figura 4.30). 
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Figura 4.30: Tensioni d’aderenza in funzione dell’indice fR (Rehm, 1969). 

Per le barre ad aderenza migliorata, la deformazione dell’acciaio 

non ha nessuna influenza sul legame d’aderenza solo se l’acciaio lavora 

in campo elastico. Prove sperimentali hanno evidenziato che lo snerva-

mento dell’acciaio ha invece un effetto negativo sul legame, che presen-

ta un improvviso tratto di softening (Shima et al. 1987, Engström 1992, 

Bigaj, 1995). Probabilmente, la causa di questo decadimento delle pro-

prietà d’aderenza è da ricercare nella forte contrazione trasversale della 

barra che fa diminuire l’intensità delle pressioni di compressione del 

calcestruzzo sulle nervature, con conseguente perdita d’attrito. 

In relazione alle Caratteristiche meccaniche del calcestruzzo, il con-

tributo offerto dal calcestruzzo è indubbiamente determinante e dipen-

de, dunque, dalle sue caratteristiche meccaniche, intese principalmente 

in termini di resistenza a trazione. Il raggiungimento del limite ultimo 

per sollecitazioni di trazione individua l’istante di apertura delle fessu-

re radiali prima ed eventualmente longitudinali poi e, come si è visto in 

precedenza, la fessurazione precede i fenomeni di degrado dell’aderenza 

e rappresenta su larga scala uno dei principali motivi di abbattimento 

del contributo irrigidente del calcestruzzo per le armature tese. Pertan-

to, fc e ft rivestono i ruoli più importanti nella determinazione della crisi 

di un provino soggetto a pull-out.  

La dipendenza dell’aderenza dalla resistenza a compressione sem-

plice del calcestruzzo è mostrata nella Figura 4.31. 
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Figura 4.31: Comportamento  aderenza in relazione alla resistenza a compres-

sione semplice del calcestruzzo: prova d’estrazione per differenti posizioni di be-

tonaggio e diversi valori di scorrimento terminale (Martin e Noakowski, 1981). 

Come già premesso, tra i parametri che influenzano le caratteristi-

che d’aderenza vi è l’azione di confinamento, che può essere di tipo atti-

vo se generata dall’azione di carichi strutturali, o di tipo passivo, gene-

ralmente sviluppata dalla staffatura e dal copriferro. Risulta evidente 

che l’efficacia di un confinamento attivo è maggiore, poichè i suoi effetti 

non dipendono dall’entità delle tensioni d’aderenza mobilitate. I carichi 

strutturali modificano il campo in corrispondenza dell’ancoraggio, ridu-

cendo le tensioni circonferenziali e, quindi, diminuendo il rischio di una 

lesione da splitting. Al contrario, un confinamento passivo è meno effi-

cace poichè risulta, in ultima analisi, correlato a fenomeni di deforma-

zione del calcestruzzo e, quindi, all’aderenza sviluppata: nella Figura 

4.32 si deduce che l’azione della staffatura non inizia fintantoché la fes-

sura non arriva in prossimità di essa. 
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Figura 4.32: Esempi di confinamento: (a) confinamento misto (parte attivo, par-

te passivo) di un ancoraggio; (b) confinamento passivo con staffe di una giun-

zione per sovrapposizione; (c) ancoraggio in confinamento attivo (Gambarova 

and Rosati, 1997) e (d) azione di confinamento di una staffa su una splitting 

crack (Giuriani et al., 1991) 

Compito del confinamento, sia passivo che attivo, è contrastare 

l’apertura delle fessure da splitting per evitare una rottura improvvisa 

del legame d’aderenza. Nella Figura 4.33 sono riportate le modalità di 

rottura negli elementi non confinati e confinati secondo (Nagatomo and 

Kaku, 1992). 
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Figura 4.33: Effetto del confinamento sulle modalità di rottura (Nagatomo and 

Kaku, 1992) 

Ulteriori informazioni sull’influenza del confinamento laterale e 

della fessurazione longitudinale sull’aderenza possono essere reperiti 

dai risultati sperimentali delle prove condotte da Malvar (1992). 

La storia di carico e la ripetizione dei cicli di carico su di un ele-

mento in cemento armato sono determinanti anch’esse ai fini dell’ade-

renza. 

Molte esperienze sono state condotte per accertare l’influenza della 

storia di carico sul legame di aderenza e molti sono i parametri che in-

tervengono, quali la sensibilità a cicli di fatica con frequenze variabili, 

fatica oligociclica, la natura delle sollecitazioni pulsanti, siano esse del-

lo stesso segno o con inversione. 

In sintesi, i principali esiti delle ricerche condotte per indagare il 

comportamento del legame di aderenza per carichi ciclici (Eligehausen 

et al., 1983), possono essere riassunte come segue: 

• gli effetti indotti dalla fatica sui meccanismi di collasso dell’ade-

renza governati dalla fessurazione del calcestruzzo sono paragonabili a 
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quelli che riguardano lo stesso materiale sottoposto a cicli di sollecita-

zioni a trazione; 

• gli effetti indotti dalla fatica sui meccanismi di collasso per pull-

out sono strettamente correlabili agli analoghi effetti che si registrano 

per campioni di calcestruzzo soggetti a stati di sollecitazione monoas-

siale pulsante di compressione; 

• l’inversione della sollecitazione è negativa ai fini dell’aderenza; 

• per cicli di carico con inversione delle sollecitazioni, mantenuti 

entro limiti contenuti delle tensioni tangenziali di aderenza, l’effetto 

negativo si esaurisce con i cicli e la resistenza ultima non diminuisce si-

gnificativamente rispetto al caso di processi di carico monotoni (Figura 

4.34 a). Al contrario, nel caso di cicli che raggiungano livelli della ten-

sione di aderenza maggiori e prossimi a quegli ultimi (circa l’80%), il 

degrado dell’aderenza è marcato anche in termini di resistenza ultima 

(Figura 4.34 b). 
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Figura 4.34 a,b: Variazione del legame locale t-s dopo 1 e 10 cicli di carico con 

inversione dello stato di sollecitazione [Eligehausen et al., 1983] 

Vi sono, infine, altri aspetti che influenzano, sia pure in modo mi-

nore, l’aderenza e sono legati a fattori tecnologici o ambientali. 

É dimostrato che, nel caso di armature disposte orizzontalmente in 

prossimità del fondo del cassero, così come nel caso di barre disposte 

verticalmente e sollecitate parallelamente ma in direzione opposta alla 

direzione di getto, l’aderenza migliora rispetto al caso di armature oriz-

zontali vicine alla estremità libera superiore dei getti e di armature 

verticali sollecitate parallelamente e concordemente alla direzione dei 

getti. Le differenze rilevate sono dovute alla diversa porosità della pa-

sta del calcestruzzo nelle varie zone del cassero. In prossimità della su-

perficie libera del getto, ad esempio, si concentra una maggior porosità 

dell’impasto, a causa della risalita delle micro-bolle d’aria intrappolate 
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nel materiale. 

Altro elemento oggetto di studio è stata l’influenza del sottile strato 

di ruggine che spesso ricopre le armature prima del getto del calce-

struzzo [Morgan, 1998]. Le prove condotte hanno dimostrato che un sot-

tile strato di ruggine (0,3 ÷ 1,5 g/dm2), non solo non compromette lo svi-

luppo dell’aderenza ma, al contrario, ne può favorire un miglioramento 

rispetto alle barre in perfette condizioni. In aggiunta, lo strato di ruggi-

ne agisce come inibitore per ulteriori processi di corrosione e la conse-

guente riduzione di sezione non è generalmente significativa ai fini del-

la resistenza ultima. 

In relazione alle formulazioni analitiche presenti in letteratura del 

legame d’aderenza, la funzione che correla la tensione tangenziale di 

aderenza allo scorrimento ed eventualmente all’ascissa della sezione in 

esame lungo la barra, è stata oggetto di numerosi studi, che nella gran-

de maggioranza dei casi sono strettamente correlati ai risultati delle 

prove sperimentali del tipo pull-out su provini corti. Sarà esposta di se-

guito una panoramica dei legami τ-s presenti in letteratura. 

Tra le formulazioni più ricorrenti in letteratura per il caso di cari-

chi monotoni crescenti se ne citano solamente alcune in ordine cronolo-

gico, anche perché tra queste, la formulazione proposta da Ciampi, Eli-

gehausen, Bertero e Popov (1981), e successivamente ripresa anche nel 

Model Code 90 del CEB (1993), ha rappresentato, e continua a rappre-

sentare, la formulazione di riferimento. 

La formulazione analitica del legame (Figura 4.35) è rappresentata 

da una funzione definita a tratti, caratterizzata da un primo ramo cre-

scente (OC); un tratto costante la cui estensione in termini di scorri-

mento è variabile fino ad annullarsi completamente per tenere conto 

delle modalità di crisi conseguenti alla fessurazione di splitting; un 

tratto discendente con legge lineare fino alla stabilizzazione dell’ultimo 

tratto, con valore della tensione  costante al crescere degli scorrimenti, 

che rappresenta la fase in cui, vinta l’aderenza e degradata l’interfaccia 

tra i due materiali, rimane attivo il solo contributo di attrito tra questi 

ultimi. 
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Figura 4.35: Legame d’aderenza proposto da [Eligehausen et al., 1983] 

La funzione che esprime il legame τ-s è la seguente: 
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 4.54 

Il valore dell’esponente α è assunto pari a 0.4. 

I valori degli scorrimenti s1, s2 ed s3, che delimitano i campi di vali-

dità delle varie espressioni sopra richiamate, sono dipendenti dalle con-

dizioni di confinamento della barra, mentre i valori delle tensioni tan-

genziali massima (τmax) e residua (τr) sono funzione della qualità del cal-

cestruzzo, e, più specificamente, della sua resistenza a compressione. 

Nella Tabella 4.2 sono riportati i valori dei parametri che defini-

scono la funzione, così come inizialmente proposti da Ciampi, Eligehau-

sen, Bertero e Popov e come poi definitivamente introdotti nel CEB 

Model Code 90. 
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Tabella 4.2: Parametri τi e si per la definizione del legame τ-s. 

 

Il legame di aderenza descritto, valido per il caso di sollecitazioni 

monotone, è stato successivamente adattato dagli stessi autori, al fine 

di tenere conto del degrado che interviene per effetto dei carichi ciclici. 

Il legame proposto in questo caso è schematicamente illustrato nella Fi-

gura 4.36. 

 
Figura 4.36: Legame d’aderenza proposto da Eligehausen (1983) 

per carichi ciclici 

L’importanza dello snervamento dell’acciaio nel legame d’aderenza 

è stato oggetto di studio di numerosi ricercatori (Huang et al., 1996, 

Shima et al. 1987, Engstrom 1992, Bigaj, 1995), i quali suggeriscono di 

modificare il legame di Eligehausen (1983) con un legame che segue la 

seguente formulazione analitica nel caso in cui l’acciaio è snervato: 
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altrimenti, se l’acciaio è in campo elastico: 
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dove sy è lo scorrimento che si ha nella sezione in cui l’acciaio raggiunge 

lo snervamento e τy è la corrispondente tensione tangenziale (Figura 

4.37).  

 
Figura 4.37: Legame d’aderenza: (I) quando l’acciaio lavora in campo elastico, 

(II) quando l’acciaio lavora in campo plastico, proposto in (Huang et al., 1996). 

Nella Tabella 4.3 vengono riportati i valori degli scorrimenti e delle 

tensioni tangenziali che delimitano le curve di aderenza proposte da E-

ligehausen (1983) e Huang (1996). 
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Tabella 4.3: Parametri che definiscono il legame d’aderenza 

secondo Eligehausen (1983) e Huang (1996). 

 
 

Il Modello di Sigrist (1995) rappresenta un legame d’aderenza per 

barre ad aderenza migliorata semplificato rispetto ai precedenti, fun-

zione solo della resistenza del calcestruzzo e della deformazione 

nell’acciaio. La relazione che lega la tensione tangenziale allo scorri-

mento è rappresentata da una funzione costante a tratti, pari a τb0 se 

l’acciaio è elastico e a τb1 se l’acciaio è snervato (Figura 4.38). I valori di 

τb1 e τb0 sono dati da: 
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Figura 4.38: Legame di aderenza proposto da (Sigrst, 1995) e distribuzione de-

formazioni e tensioni conseguenti al legame proposto. 

Nel Modello di Shima (1987) viene proposto un legame d’aderenza 

che è funzione anche della deformazione dell’acciaio: 
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Nella Figura 4.39 viene riportato l’andamento della tensione tan-

genziale in funzione dello scorrimento secondo la relazione proposta 

dall’autore per diversi rapporti della deformazione dell’acciaio, norma-

lizzato rispetto alla deformazione di snervamento (presa pari al 2.75‰), 

considerando un calcestruzzo la cui resistenza cilindrica a compressione 

è pari a 32 MPa. 
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Figura 4.39: Legame d’aderenza proposto in (Shima et al, 1987). 

Un Modello analitico per studiare il comportamento dell’aderenza è 

quello proposto da Tepfers (1982). Come visto precedentemente, alla 

componente radiale di compressione in direzione perpendicolare alla 

nervatura si associano, per equilibrio, delle tensioni di trazione nel cal-

cestruzzo (Figura 4.40). Nel momento in cui questa tensione principale 

di trazione supera il valore di resistenza ft, il calcestruzzo inizia a fes-

surarsi e, per questo stato di sollecitazione, la componente radiale della 

tensione tangenziale d’aderenza risulta pari a: 

 tan( )br bf f   4.59 

Tale tensione può essere vista come una pressione idraulica agente 

su un anello di calcestruzzo (Figura 4.40), la cui intensità può essere 

valutata conoscendo la distribuzione delle tensioni di trazioni che si in-

staurano lungo il raggio dell’anello. 

 
Figura 4.40: Formazione delle fessure di splitting secondo (Tepfers, 1982). 

Il comportamento dell’anello di calcestruzzo può essere di tre tipi 
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(Figura 4.41): 

• elastico; 

• parzialmente fessurato-elastico; 

• plastico. 

 
Figura 4.41: Comportamento elastico (ELS), parzialmente fessurato-elastico 

(ECR) e plastico (PLS) del modello suggerito da (Tepfers, 1982). 

Nel primo caso, la tensione tangenziale associata ad una distribu-

zione elastica di tensioni può essere valutata partendo dalla formula-

zione proposta da Timoshenko (1976) per un corpo elastico lineare; la 

tensione tangenziale risulta, quindi, pari a: 
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dove c rappresenta il copriferro e Φ il diametro della barra. 

Nel caso di comportamento parzialmente fessurato-elastico, la ten-

sione d’aderenza è pari a: 
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 4.61 

Nel caso di comportamento plastico: 

 
2

tan( )

tf c

 
 4.62 

L’effetto del confinamento delle staffe si traduce in un contributo 

nella pressione di confinamento oltre a quello offerto dal copriferro. 

Partendo dal presupposto di voler valutare il comportamento in e-
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sercizio dell’aderenza, Giuriani ha eseguito numerosi test sperimentali 

dai quali gli è stato possibile evidenziare che esistono 3 campi in cui 

suddividere il legame τ-s (Modello trilatero di Giuriani) in Figura 4.42: 

Campo 1: relativo a spostamenti inferiori a 0.01 mm, corrisponde 

alla fase di deformazioni elastiche del calcestruzzo che segue la barra; 

tale fase è caratterizzata dall’adesione chimica. 

Campo 2: per scorrimenti ancora piccoli, compresi tra 0.01 mm e 

0.4 mm, con presenza di microfissurazione ed inizio del crushing 

(schiacciamento) del calcestruzzo davanti ai denti delle barre. Questa 

fase corrisponde propriamente allo stato di esercizio della struttura. 

Campo 3: è la fase dei grandi spostamenti. 

La legge proposta da Giuriani è descritta analiticamente dalle se-

guenti espressioni: 
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Tali equazioni sono in grado di ricalcare quanto l’autore evince dal-

la sperimentazione, pur linearizzando ciascun campo in cui è stato sud-

diviso il legame costitutivo. Purtroppo i parametri τij presenti non sono 

costanti, ma devono essere sempre valutati a posteriori sulla sperimen-

tazione eseguita e ciò rappresenta un problema per poter assumere 

qualsiasi ipotesi in fase progettuale. 
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Figura 4.42: Legame d’aderenza idealizzato (Giuriani, 1991). 

Partendo da risultati di numerose sperimentazioni, diversi autori si 

sono dedicati a ricercare leggi τ-s che si adattassero in modo adeguato 

ai relativi grafici sperimentali, ottenendo spesso espressioni di tipo po-

linomiale (Modelli di tipo polinomiale). 

Nilson [Nilson, 1968] ha proposto una curva sulla base dei risultati 

sperimentali ottenuti da Bresler e Bertero (1968), che si riferivano allo 

studio di campioni lunghi, costituiti da tiranti in cemento armato, in cui 

le barre erano strumentate con estensimetri elettrici, così come poi uti-

lizzati dallo stesso Nilson. La formulazione proposta è del tipo polino-

miale del terzo grado, in cui i coefficienti sono stati ricavati per regres-

sione dai dati sperimentali. 

 2 2 3 3998 4 584 10 852 2 10( ) . .s s s s       4.64 

Successivamente, lo stesso Nilson ha proposto una modifica del le-

game τ-s, a seguito della sperimentazione da egli stesso ha condotto su 

campioni di barre strumentate. La principale variazione rispetto alla 

formulazione proposta in precedenza consiste nel riconoscimento della 

dipendenza di τ, oltre che dallo scorrimento s, anche dall’ascissa della 

sezione di barra lungo il suo asse. 

La formulazione proposta è la seguente: 
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 3100 1 43 1 5( , ) ( . . ) cs x x d f       4.65 

in cui: 

x è la distanza dalla sezione di estremità caricata espressa in polli-

ci; 

fc è la resistenza a compressione del calcestruzzo espressa in psi; 

d è lo scorrimento espresso in pollici. 

Nella Figura 4.43 sono rappresentati i legami d’aderenza trovati 

sperimentalmente da (Nilson, 1972). Il legame trovato può essere rap-

presentato come una funzione crescente e linearmente dipendente dalla 

distanza dalla fessura, fino ad un valore che, nei risultati riportati 

dall’autore, è di 153 mm; oltre tale valore il legame non dipende più dal-

la distanza. La variazione del legame dalla distanza dalla sezione fes-

surata può essere causata dalla microfessurazione radiale del calce-

struzzo in prossimità di questa sezione (Figura 4.44). 

 
Figura 4.43: Legame d’aderenza trovato sperimentalmente da (Nilson, 1972). 

È ragionevole pensare che la distanza in cui il legame costitutivo 

rimane costante è funzione del diametro della barra. Dalle prove di 

(Nilson, 1972) ciò si verifica ad una distanza dalla fessura pari a circa 

6Φ, mentre dai risultati delle prove sperimentali di (KanKam, 1997), si 

ha ad una distanza pari a 3Φ. 



160 CAPITOLO 4 

 

 
Figura 4.44: Schema del dettaglio della disposizione delle fessure interne 

intorno ad una sezione fessurata trasversalmente. 

Il lavoro di Mirza e Houde (1979) è finalizzato, come gli studi di 

Nilson, alla definizione di un legame di aderenza per l’impiego in mo-

dellazioni agli elementi finiti e si basa sui risultati di una vasta campa-

gna sperimentale condotta su provini ancora del tipo di quelli impiegati 

da Nilson e Bertero. 

La formulazione proposta è un polinomio del 4 grado (Figura 4.45), 

ottenuto per regressione da una serie di 62 provini: 

 2 2 3 3 4 4539 8 2561 10 592 2 10 557 4 10( ) . . . .s s s s s          4.66 

in cui s è lo scorrimento espresso in mm e la tensione tangenziale 

di aderenza in MPa. 

Anche Mirza e Houde sono giunti alla conclusione che la tensione di 

aderenza è dipendente dalla distanza della sezione in esame dalla fes-

sura più vicina; tale variabilità, tuttavia, si perde per sezioni collocate 

oltre 7-10 cm dalla sezione di estremità del concio fessurato. Per sezioni 

collocate entro i primi 7-10 cm, il massimo valore della tensione di ade-

renza decresce progressivamente man mano che ci si avvicina alla se-

zione di estremità. 
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Figura 4.45: Diagramma τ-s in formulazione proposta da Mirza e Houde. 

4.3.3.2. Il modello proposto 

Il modello trattato nella presente tesi è stato arricchito mediante la so-

stituzione del legame tensione di aderenza - scorrimento locale esisten-

te a livello di interfaccia di tipo non lineare proposto nel CEB-FIP 

MC 90, con un equivalente legame sempre non lineare scelto tra i tanti 

proposti da diversi autori, per le innumerevoli difficoltà di convergenza 

incontrate nell’integrazione numerica delle funzioni non lineari, dalle 

quali si ricavano le forze interne, utili ai fini della determinazione dei 

residui delle forze (un-balanced forces) e dei termini della matrice di ri-

gidezza tangente. 

Tali problematiche si sono riscontrare a causa della tangente verti-

cale all’origine che presenta tale tipo di legge -s, corrispondendo tale 

situazione ad un valore infinito del modulo G(s) da utilizzare nel calcolo 

della matrice di rigidezza tangente. 

Al fine di risolvere i problemi numerici riscontati, si è adottata la 

seguente legge della tensione di aderenza in funzione dello scorrimento: 
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 4.67 

che presenta un valore del modulo iniziale (a scorrimento nullo): 
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elevato ma non infinito ed avendo indicato con S1 il valore dello scorri-

mento per il quale si raggiunge la τmax. 

La Figura 4.46 ci permette di verificare che gli errori in termini di 

area sottesa dalle curve che rappresentano i due legami -S (in rosso 

quello tratto dal CEB-FIP MC 90 ed in verde quello logaritmico adotta-

to nel presente lavoro) sono percentualmente abbastanza contenuti (cir-

ca 4%). 

 
Figura 4.46: Local Bond Stress - Slip relationship adottata. 

I tratti lineari del legame presentato nel CEB-FIP MC 90 [1993] 

continuano ad essere adottati anche nel presente lavoro. 

Per completezza, si riporta la relazione che lega il modulo predetto 

G con lo scorrimento S: 
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 4.69 

Per confronto, il legame -S presentato in [49] è del tipo polinomiale 

(del terzo ordine in S). Nel caso di calcestruzzo non confinato, utilizzan-

do i risultati sperimentali su provini cilindrici caricati assialmente a 

trazione (Doerr [1980]), esso si presenta della forma: 
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  2 4 2 5 33 28 10 1 953 10 3 95 10[ ( )] . ( ) . ( ) . ( ) [ ]ctS x f S x S x S x ksi        4.70 
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per la quale il valore del modulo iniziale (a scorrimento nullo): 
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4.4. Funzioni di forma e geometria 

Il campo di spostamenti all'interno dell'elemento, a partire dal quale si 

calcoleranno poi deformazioni e tensioni, è normalmente espresso me-

diante funzioni di forma utilizzate per approssimare il predetto campo 

degli spostamenti; si ricorda, a questo punto, come, in linea generale, la 

descrizione della cinematica dell’elemento mediante un numero finito di 

parametri comporti l'introduzione di vincoli cinematici, obbligando l'e-

lemento a muoversi e deformarsi secondo le leggi imposte. 

Di conseguenza, i risultati saranno sempre approssimati; il grado di 

approssimazione dipende dal numero di elementi utilizzati per modella-

re la struttura e dalla tipologia della funzione interpolante scelta per 

rappresentare il campo di spostamenti (ad esempio il grado del polino-

mio, nel caso di funzioni interpolanti di tipo polinomiale). Per garantire 

la convergenza dell'analisi al diminuire delle dimensioni dell'elemento, 

la funzione scelta per approssimare il campo di spostamenti dovrà ob-

bedire a determinate regole e cioè: 

1) Deve essere continua all'interno dell'elemento e possedere derivata 

sino all'ordine n richiesto dal particolare problema (ad esempio n = 

1 per l'elemento asta o n = 2 per l'elemento trave inflessa, ecc.); 

2) Deve essere in grado di rappresentare il moto rigido dell'elemento 

con una corrispondente energia di deformazione nulla; 

3) Deve essere in grado di rappresentare uno stato di deformazione 

costante; 
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4) Deve avere continuità tra gli elementi, cioè non devono nascere, se 

non erano già presenti, discontinuità al contorno fra elementi adia-

centi. 

Inoltre, la funzione scelta dovrebbe essere geometricamente isotro-

pa, cioè il campo di spostamenti dovrebbe essere invariante rispetto al 

sistema di riferimento e non presentare particolari direzioni preferen-

ziali. 

Se la funzione scelta soddisfa le condizioni 1, 2 e 3 si dice completa; 

se soddisfa la condizione 4 si dice compatibile. Una funzione completa e 

compatibile si dice conforme. 

La compatibilità è automaticamente assicurata per gli elementi a-

nalizzati, perché il collegamento avviene solo attraverso i nodi. 

Si può dimostrare che per avere convergenza monotona verso la ri-

sposta esatta un elemento deve essere conforme. Gli elementi che non 

rispettano la condizione 4 sono detti incompatibili; la convergenza si ha 

anche con tali elementi se l'incompatibilità diminuisce al diminuire del-

le dimensioni dell'elemento. 

Per gli elementi monodimensionali studiati, la descrizione del cam-

po di spostamenti è stata fatta sostanzialmente, mediante funzioni di 

forma, nel modo seguente. 

Come già ampiamente discusso nel capitolo precedente, sia nel caso 

di elemento di lunghezza L (continuo elastico) soggetto a trazione EFE-

TM (Elementary Finite Element - Tension Member), sia in quello sog-

getto a flessione EFE-FM (Elementary Finite Element - Flexural Mem-

ber), le ipotesi assunte per la determinazione delle Funzioni di Forma a 

partire dalla geometria del problema, tratte dal Modello di Newmark et 

al. (1951) per travi composte acciaio calcestruzzo a parziale interazione, 

sono: 

1) Trave di Eulero-Bernoulli; 

2) Assenza di flessione deviata; 

3) Piccoli spostamenti e piccoli gradienti di spostamento; 

4) Interazione parziale acciaio-calcestruzzo secondo approccio di (Ne-

wmark et al., 1951), sia nel DE-TM (Differential Element - Tension 

Member) sia nel DE-FM (Differential Element - Flexural Member), 

che si traduce nelle ulteriori ipotesi: 
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a) Acciaio e calcestruzzo secondo teoria di Bernoulli e cioè assenza 

di shear strain (solo DE-FM); 

b) Spostamento verticale v in ogni sezione uguale per acciaio e cal-

cestruzzo (solo DE-FM); 

c) Scorrimento all’interfaccia linearmente collegato alla tensione 

tangenziale.  

Per ricavare le funzioni di forma nel caso di elemento soggetto a 

trazione, riportiamo le espressioni delle funzioni di spostamento (3.3) e 

(3.4): 
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 4.74 

Le predette relazioni valgono in forma incrementale, considerando 

nei passi di discretizzazione del percorso di carico - spostamento, i ma-

teriali calcestruzzo ed acciaio elastico lineari con moduli di elasticità 

normale tangente EC ed ES; anche l’interfaccia sarà di tipo elastico line-

are con modulo GO. 

Considerato che nella forma discretizzata, la relazione tra il vettore 

delle funzioni di spostamento e gli spostamenti nodali è espressa dal 

prodotto della matrice N, che contiene nella prima riga le funzioni di 

forma dell’acciaio NiS e nella seconda quelle del calcestruzzo NiC, per il 

vettore U degli spostamenti nodali (3.16): 

 ( ) ( )u N Ux x , 

in forma estesa la precedente si scrive come: 

 
S S S S C S C S S S C S Ci i i i j j j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x N x u N x u N x u N x u     4.75 

 
C S C S C C C S C S C C Ci i i i j j j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x N x u N x u N x u N x u     4.76 

Considerando solo la parte omogenea delle (4.73) e (4.74), di segui-

to, viene riportata una base delle soluzioni delle equazioni differenziali 

in us(x) e uc(x): 
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attraverso l’imposizione dell’identità con le precedenti (4.73) e (4.74), 

dopo alcune sostituzioni e rinumerando le costanti di integrazione, è 

possibile scrivere 
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ed in forma compatta 

 Mc = b  4.81 

Imponendo le condizioni al contorno e ponendo, dunque, 
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 4.82 
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mediante la soluzione dei seguenti quattro problemi 

 -1 -1 -1 -1
S S C C S S C Ci i i i j j j jc M b c M b c M b c M b     4.83 

si ricavano le costanti che definiscono le espressioni esplicite delle fun-

zioni di forma esponenziali dell’acciaio e del calcestruzzo: 
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 4.90 

    1 2 3 42

1 1
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C C C C C Cj j j j j( ) x xH
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. 4.91 

Nelle espressioni dalla (4.84) alla (4.91) i primi due indici fanno ri-

ferimento allo spostamento unitario impresso, mentre il terzo si riferi-

sce alle funzioni di forma degli spostamenti dell’acciaio (s) e del calce-

struzzo (c); ad esempio, la 

    1 2 3 42

1 1
1

2 2
S C S S S Si i i i i( ) x xH

N x c e c e c x c 



 
     

 
 

rappresenta la funzione di forma degli spostamenti nel calcestruzzo per 

spostamento unitario impresso al primo nodo (si) della barra in acciaio. 
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Per completezza, si riportano anche le corrispondenti funzioni S(x): 

 
1 1S C S S S C

Si Si
i i( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u
S x u x u x N x N x

 
     4.92 

 
1 1S C C S C C

Ci Ci
i i( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u
S x u x u x N x N x

 
     4.93 

 
1 1S C S S S C

Sj Sj
j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u
S x u x u x N x N x

 
     4.94 

 
1 1S C C S C C

Cj Cj
j j( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u u
S x u x u x N x N x

 
     4.95 

Sostituendo nelle espressioni dalla (4.84) alla (4.91) le soluzioni in 

forma chiusa dei problemi (4.83), si ottengono le formulazioni esplicite 

delle funzioni di forma esponenziali utilizzate per l’interpolazione della 

geometria e del campo di spostamento dell’acciaio e del calcestruzzo: 

 

   
 

2
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2 2 2
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. 4.103 

Si riportano in Figura 4.47 e 4.48 i grafici relativi alle funzioni di 

forma per l’acciaio e per il calcestruzzo per un elemento monodimensio-

nale soggetto a trazione di lunghezza L = 1000 mm e con una percentu-

ale di armatura ρ = 4.00%. 
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Figura 4.47: Funzioni di forma NS elemento EFE-TM ρ = 4.00%. 
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Figura 4.48: Funzioni di forma NC elemento EFE-TM ρ = 4.00%. 

Nelle Figure dalla 4.49 alla 4.56 viene evidenziata la dipendenza del-

l’andamento delle funzioni di forma dalla percentuale di armatura. 
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Figura 4.49: Funzione di forma NSiS elemento EFE-TM al variare di ρ. 
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Figura 4.50: Funzione di forma NCiS elemento EFE-TM al variare di ρ. 
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Figura 4.51: Funzione di forma NSjS elemento EFE-TM al variare di ρ. 
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Figura 4.52: Funzione di forma NCjS elemento EFE-TM al variare di ρ. 
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Figura 4.53: Funzione di forma NSiC elemento EFE-TM al variare di ρ. 
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Figura 4.54: Funzione di forma NCiC elemento EFE-TM al variare di ρ. 
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Figura 4.55: Funzione di forma NSjC elemento EFE-TM al variare di ρ. 



174 CAPITOLO 4 

 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

As/Ac=0.64%

As/Ac=10.24%

 
Figura 4.56: Funzione di forma NCjC elemento EFE-TM al variare di ρ. 

Per ricavare le funzioni di forma nel caso di elemento soggetto a 

flessione, riportiamo le espressioni delle funzioni di spostamento gene-

ralizzato (3.29), (3.30), (3.31), (3.32) e (3.33): 
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 4.108 

Anche in questo caso, le predette relazioni valgono in forma incre-

mentale, considerando nei passi di discretizzazione del percorso di cari-

co - spostamento, i materiali calcestruzzo ed acciaio elastico lineari con 

moduli di elasticità normale tangente EC ed ES; anche l’interfaccia sarà 

di tipo elastico lineare con modulo GO. 

Considerato che nella forma discretizzata, la relazione tra il vettore 

delle funzioni di spostamento generalizzato e gli spostamenti nodali ge-

neralizzari è espressa dal prodotto della matrice N, che contiene nella 

prima riga le funzioni di forma dell’acciaio inferiore NiST, nella seconda 

quelle dell’acciaio superiore NiSC, nella terza quello dello spostamento 

assiale della sezione del calcestruzzo NiCO, nella quarta quelle della ro-

tazione della sezione in calcestruzzo Ni e nella quinta quelle dello spo-

stamento verticale della linea d’asse baricentrica dell’ele-mento NiV, per 

il vettore U degli spostamenti nodali generalizzati (3.41): 

 ( ) ( )u N Ux x , 

in forma estesa la precedente si scrive come: 
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 4.113 

Considerando solo la parte omogenea delle (4.109), (4.110), (4.111), 

(4.112) e (4.113), di seguito, vengono riportate le base delle soluzioni 

delle equazioni differenziali in uST(x), uSC(x), uCO(x), (x) e v(x): 
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attraverso l’imposizione dell’identità con le precedenti (4.73) e (4.74), 

dopo alcune sostituzioni e rinumerando le costanti di integrazione, è 

possibile scrivere in forma compatta 

 Mc = b  4.119 
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Imponendo le condizioni al contorno e ponendo, dunque, 
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mediante la soluzione dei seguenti dieci problemi (4.121) 
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si ricavano le costanti che definiscono le espressioni esplicite delle fun-

zioni di forma esponenziali dell’acciaio e del calcestruzzo: 
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 4.126 

Nelle espressioni dalla (4.122) alla (4.126) i primi tre/due indici 

fanno riferimento allo spostamento generalizzato unitario impresso, 

mentre gli ultimi due/l’ultimo si riferiscono alle funzioni di forma degli 

spostamenti dell’acciaio inferiore (ST), dell’acciaio superiore (SC), del cal-

cestruzzo (CO), della rotazione e dello spostamento verticale; ad esem-

pio, la 

 
COi ( ) ( )

CO icN x x     

rappresenta la funzione di forma degli spostamenti della fibra baricen-

trica nella sezione in calcestruzzo per rotazione unitaria impressa alla 

sezione nel primo nodo (i). 

Si riportano, nelle Figure dalla 4.57 alla 4.106, i grafici relativi alle 

funzioni di forma degli spostamenti dell’acciaio inferiore (ST), 

dell’acciaio superiore (SC), del calcestruzzo (CO), della rotazione e dello 

spostamento verticale, per un elemento monodimensionale soggetto a 

flessione (DR) di lunghezza L = 5000 mm; viene, inoltre, evidenziata la 

dipendenza dell’andamento delle funzioni di forma dalla percentuale di 

armatura compressa ρSC. 

In particolare, l’elemento suddetto presenta una sezione rettango-

lare di base b = 300 mm ed altezza h = 400 mm, armata con quattro 

barre di acciaio inferiori (nfst = 4) di diametro ST = 16 mm e con una 

quantità di armatura superiore variabile da due a quattro barre di di-

ametro SC = 16 mm (in rosso il numero di barre superiori nfsc = 2, in 

verde nfsc = 3, in blu nfsc = 4 (caso di doppia armatura simmetrica). 
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Figura 4.57: Funzioni di forma NSTiST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.58: Funzioni di forma NSCiST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.59: Funzioni di forma NCOiST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.60: Funzioni di forma NiST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.61: Funzioni di forma NViST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.62: Funzioni di forma NSTjST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.63: Funzioni di forma NSCjST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.64: Funzioni di forma NCOjST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.65: Funzioni di forma NjST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.66: Funzioni di forma NVjST elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.67: Funzioni di forma NSTiSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.68: Funzioni di forma NSCiSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.69: Funzioni di forma NCOiSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.70: Funzioni di forma NiSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.71: Funzioni di forma NViSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.72: Funzioni di forma NSTjSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.73: Funzioni di forma NSCjSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.74: Funzioni di forma NCOjSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.75: Funzioni di forma NjSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.76: Funzioni di forma NVjSC elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.77: Funzioni di forma NSTiCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.78: Funzioni di forma NSCiCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.79: Funzioni di forma NCOiCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.80: Funzioni di forma NiCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.81: Funzioni di forma NViCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.82: Funzioni di forma NSTjCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.83: Funzioni di forma NSCjCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.84: Funzioni di forma NCOjCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.85: Funzioni di forma NjCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.86: Funzioni di forma NVjCO elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.87: Funzioni di forma NSTi elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.88: Funzioni di forma NSCi elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.89: Funzioni di forma NCOi elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.90: Funzioni di forma Ni elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.91: Funzioni di forma NVi elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.92: Funzioni di forma NSTj elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.93: Funzioni di forma NSCj elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.94: Funzioni di forma NCOj elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.95: Funzioni di forma Nj elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.96: Funzioni di forma NVj elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.97: Funzioni di forma NSTiV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.98: Funzioni di forma NSCiV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.99: Funzioni di forma NCOiV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.100: Funzioni di forma NiV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.101: Funzioni di forma NViV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.102: Funzioni di forma NSTjV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.103: Funzioni di forma NSCjV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.104: Funzioni di forma NCOjV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 
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Figura 4.105: Funzioni di forma NjV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

 
Figura 4.106: Funzioni di forma NVjV elemento EFE-FM al variare di ρSC. 

Alcune figure precedenti evidenziano come alcune funzioni di forma 

sono identicamente nulle nel caso di doppia armatura simmetrica e cioè 

quando nfsc = nfst = 4 (condizione di disaccoppiamento). 

4.5. Deformazioni e tensioni 

Le deformazioni ε, essendo date dal gradiente degli spostamenti u ri-

spetto alle coordinate effettive, si scrivono come 

 ( ) ( ) ( )ε D N U B Ux x x     4.127 

dove D rappresenta l’operatore gradiente del primo ordine. 
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Nel caso di elemento soggetto a trazione le deformazioni sono 

 

S

C

( )ε x





 
 

  
 
 

 4.128 

ed in quello soggetto a flessione 
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 4.129 

mentre, la matrice B, che contiene le derivate delle funzioni di forma 

rispetto alle coordinate effettive, può scriversi rispettivamente, nei due 

casi precedenti, come 
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x
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in cui il vettore riga BS contiene le derivate prime delle funzioni di for-

ma dell’acciaio e BC quelle del calcestruzzo e 
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 4.131 

in cui il vettore riga BST contiene le derivate prime delle funzioni di 

forma dell’acciaio inferiore, BSC quelle dell’acciaio superiore, BCO quelle 

della fibra baricentrica della sezione in calcestruzzo e Bquelle delle ro-
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tazioni della medesima sezione. 

In maniera analoga, è possibile introdurre un vettore s di scorri-

menti all’interfaccia tra i due materiali base del composito (acciaio e 

calcestruzzo), che rappresentando le differenze fra gli scorrimenti del-

l’acciaio inferiore o di quello superiore ed il corrispondente spostamento 

del calcestruzzo, può scriversi come: 

  S C G( ) ( ) ( ) ( )s N N U = B Ux x x x   4.132 

dove, nel caso di elemento soggetto a trazione, 

 ( )s x s     4.133 

ed in quello soggetto a flessione 

 

T

C

( )s

s

x

s
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mentre, la matrice BG, che contiene differenze di funzioni di forma e nel 

caso flessionale anche loro derivate rispetto alle coordinate effettive, 

può scriversi rispettivamente, nei due casi indicati sopra, come 

 
S CG( )B x N N     4.135 

in cui NS contiene le funzioni di forma dell’acciaio e NC quelle del calce-

struzzo e 
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G( )B

B

x

B

 
 

  
 
 

 4.136 

in cui il vettore riga BGT assume la forma  

 
STiST STiCO STiV VjST VjCO VjVGT( ) , ,B sf sfx N N y N N N y N

x x

  
     

  
 

ed vettore riga BGT può scriversi come 

 
STiSC STiCO STiV VjSC VjCO VjVGC( ) , ,B sf sfx N N y N N N y N

x x

  
     

  
. 

Infine, stabilita la congruenza delle deformazioni in termini incre-
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mentali, al fine di considerare il comportamento non lineare dei mate-

riali, il legame tra deformazioni e tensioni nella sezione può, infatti, es-

sere espresso solo in termini incrementali, sulla scorta delle leggi costi-

tutive dei materiali definite in precedenza, con la relazione: 

 ( ) ( )σ σ εx x    . 4.137 

Nel caso di elemento soggetto a trazione la (4.137) si scrive come 
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 ( ) ( ) ( ) ( )τ τ s τ s s
s

x x x x
                  

 4.139 

ed in quello a flessione 
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4.6. Matrice di rigidezza tangente elementa-

re 

Il sistema di equazioni di equilibrio è un sistema non lineare e può es-

sere risolto tramite metodi numerici. Generalmente si procede tramite 

una procedura di tipo incrementale iterativo. Il carico viene applicato in 

un certo numero di incrementi (passi di carico) e lo stato equilibrato a 

fine passo viene determinato tramite una procedura iterativa volta ad 

annullare il residuo delle forze. 

Come già indicato nel paragrafo 4.2., assumendo che U sia il vetto-

re degli spostamenti globali, A l’operatore di assemblaggio e w il valore 

corrente del salto di spostamento nella sezione in cui viene introdotta la 

discontinuità immersa tra i nodi interni dell’elemento in calcestruzzo, il 

campo di spostamenti del calcestruzzo ed anche gli scorrimenti risulta-

no discontinui. 

In particolare, il campo di spostamenti nel calcestruzzo può essere 

scritto come la somma di un termine continuo ed uno discontinuo come 

in (4.6) e (4.7). 

Per il caso esaminato, attraverso il campo di deformazioni ed il cor-

rispondente delle tensioni basato sul legame costitutivo, come definiti 

nel paragrafo 4.5, il sistema globale di equazioni non lineari di equili-

brio è dato da: 

      
1

0

0
S S S C C C S G

T T TB B B F F

elnelem
Qc

ext eq
e

L

A A x A x x dx  


      
   4.142 

    
1

0

0
C C C S G C

T T

nB B t

elnelem

e

L

A A x x dx A 


    
   4.143 

In notazione matriciale, come già detto, la relazione tra il vettore 

delle deformazioni e quello degli spostamenti è espressa attraverso la 

matrice B nella forma (4.10) e tale relazione nel caso del calcestruzzo 

può scriversi come in (4.11), in cui la 
C

B  corrisponde al salto di sposta-

mento all’interfaccia. 
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In maniera analoga, attraverso la definizione di scorrimento in 

(4.12), l’operatore 
G

B  si scrive come in (4.13). 

Le equazioni di equilibrio vengono, dunque, imposte mediante 

l’uguaglianza fra le forze nodali equivalenti alle sollecitazioni interne e 

le forze nodali esterne, comprese quelle equivalenti ai carichi esterni 

applicati sulla superficie dell’elemento (Qc). 

La matrice di rigidezza tangente elementare dell’elemento mono-

dimensionale di lunghezza L, calcolata con la soluzione corrente in ter-

mini di spostamenti, 

 

UU Uw

wU ww

K K

K K
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essendo 
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   4.146 
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ww nB B B BK tg tg tg
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A x E x x G dx K A
    
   4.147 

può essere allora scritta sostituendo ad 
S

( )tgE x , 
C

( )tgE x , ( )tgG x , rispetti-

vamente le espressioni seguenti: 

 
S S S

S

( )= ( )σ ε
ε

tgE x x


  
 4.148 
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( )= ( )σ ε
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tgE x x


  
 4.149 

 ( ) ( )τ s
s

tgG x x


   

 4.150 
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e considerando ancora che n
tgK rappresenta il modulo tangente del trat-

to softening del legame trazione - separazione del calcestruzzo. 

4.7. Forze nodali 

Abbiamo visto che il punto di partenza della formulazione sono le equa-

zioni di equilibrio che vengono, dunque, imposte mediante l’uguaglianza 

fra le forze nodali equivalenti alle sollecitazioni interne e le forze nodali 

esterne, comprese quelle equivalenti ai carichi esterni applicati sulla 

superficie dell’elemento (Qc). 

L’applicazione del metodo dei residui conduce alla loro soluzione i-

terativa, nella forma: 

 

UU Uw U

wU ww w

K K -rU

K K -rw

    
    

    
    

    

 4.151 

dove, ad ogni passo di iterazione, attraverso gli operatori di compatibili-

tà B  e B  definiti nel paragrafo 4.1, devono calcolarsi i residui: 
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1

0
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Cw nB ( ) ε ( ) B ( ) s( )r t
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e

L

A A x x x x dx A 


            , 4.153 

che, determinati sulla scorta del campo di deformazioni correnti, attra-

verso i legami costitutivi dei materiali definiti prima, rappresentano le 

forze nodali del problema non lineare nel passo di iterazione. 
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SOLUZIONE DEL PROBLEMA 

NON LINEARE 

5.1. Introduzione 

Nella stessa maniera in cui con il metodo degli elementi finiti si discre-

tizza la struttura nello spazio, con le procedure di tipo incrementale, ti-

piche dei problemi non lineari, si effettua la discretizzazione del percor-

so di carico-spostamento. 

In altre parole, dato uno stato di equilibrio definito dalla coppia 

spostamento-carico in un istante ti-esimo, la procedura incrementale sta-

bilisce come si può arrivare al successivo stato di equilibrio definito da 

una ulteriore coppia relativa all’istante ti+1. 

Considerato, inoltre, che le equazioni che governano il problema so-

no non lineari, ogni coppia in equilibrio viene ricercata con l’ausilio di 

un metodo iterativo. 

Esistono in letteratura diversi metodi iterativi con cui si possono ri-

solvere i problemi non lineari, ma tra essi quello più largamente in uso 

è il Metodo di Newton - Raphson con rigidezza tangente aggiornata o la 

sua versione modificata, che tiene conto della rigidezza tangente non 

aggiornata. 

A questi metodi iterativi bisogna associare un criterio di convergen-

za, che fornisce la grandezza con la quale misurare l’errore e che deter-
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mina la fine del processo iterativo stesso; tra questi criteri possono an-

noverarsi quello della norma dei residui delle forze, quello della norma 

degli spostamenti e quello della norma energetica. 

Generalmente, scegliendo di operare con il Metodo di Newton -

Raphson classico, si avrà la garanzia della convergenza di tipo quadra-

tico del problema con poche iterazioni, caratterizzate però da un elevato 

onere computazionale, in quanto bisogna aggiornare ad ogni passo la ri-

gidezza del sistema. 

Nel caso in cui si utilizzi, invece, la versione modificata del predetto 

Metodo, con la quale la rigidezza viene calcolata una sola volta ed ap-

plicata ad ogni iterazione, il processo sarà più lungo, ma la singola ite-

razione più breve. 

La procedura iterativa termina quando l’errore (relativo od assolu-

to) del passo iterativo corrente sarà minore della precisione ricercata 

(tolleranza), generalmente fissata dall’utente. 

Come indicato nel Capitolo 4, nel caso in questione l’attenzione è 

stata rivolta all’individuazione ed implementazione numerica di un me-

todo di soluzione iterativa alla Newton - Raphson modificato delle e-

quazioni di equilibrio, contenenti la modellazione dei legami non lineari 

dei materiali costituenti l’EFE (Elementary Finite Element) e 

l’interfaccia tra questi ultimi (legame tensione di aderenza - scorri-

mento). 

5.2. Integrazione numerica 

Gli integrali presenti nelle espressioni ricavate per la matrice di rigi-

dezza dell’elemento, per i vettori dei carichi nodali e per i residui delle 

forze, non possono essere risolti in forma analitica, poiché i legami co-

stitutivi possono essere non lineari.  

Per risolvere gli integrali e ricavare, per esempio, la matrice di ri-

gidezza, lungo l’asse dell’elemento viene creata una griglia di m punti di 

campionamento. 

Assunto, perciò, un reticolo di punti opportunamente scelti, si calco-

la nel generico punto il valore della funzione da integrare, si moltiplica 

tale valore per un peso e per lo jacobiano della trasformazione di coor-
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dinate dal dominio normalizzato a quello effettivo, si somma, infine, 

questo contributo a quelli precedentemente accumulati. Nel caso gene-

rale di un dominio dello spazio tridimensionale, il procedimento può es-

sere riassunto nel modo seguente: 
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 5.1 

in cui f(x,y,z) è la funzione da integrare, g(ξ,η,ζ) è il prodotto della fun-

zione per il determinante dello jacobiano della trasformazione dal do-

minio normalizzato al dominio effettivo e wi, wj, wk sono i pesi che di-

pendono dalla forma interpolante associata al tipo di quadratura pre-

scelto, m è il numero di punti di campionamento lungo l’asse del-

l’elemento, n definisce una griglia di punti di campionamento nel piano 

della sezione. 

Nel caso di un problema monodimensionale, per semplicità, i punti 

nodali in cui andare a suddividere il dominio lineare possono essere 

scelti secondo due modalità ben precise e cioè attraverso l’uso di una 

mesh con punti equidistanti o equispaziati (detta anche uniforme) op-

pure mediante una mesh non equispaziata (detta anche non uniforme). 

Tra le due classi menzionate viene frequentemente preferita la se-

conda dal momento che, con essa, il metodo di quadratura conduce a so-

luzioni approssimate più accurate rispetto a quelle ottenibili tramite 

una discretizzazione uniforme. 

La discretizzazione con punti non equidistanti può essere ottenuta 

scegliendo la loro posizione in base alle griglie di distribuzione alla 

Gauss-Legendre o Gauss-Lobatto. 

Nella discretizzazione secondo le radici del polinomio di Legendre i 

punti di griglia vengono definiti nella seguente forma (rk è la radice del 

polinomio k-esimo): 

 1
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Nella distribuzione alla Gauss-Lobatto la posizione dei punti nodali 

è definita mediante una discretizzazione armonica di tipo cosenico. Vi-

sta l’accuratezza dei risultati ottenuti e le ottime caratteristiche di sta-

bilità e convergenza, è una tipologia di discretizzazione frequentemente 

utilizzata, con la quale è possibile definire un infittimento dei punti no-

dali in prossimità degli estremi del dominio lineare. In particolare, le 

posizioni dei punti di griglia vengono individuate tramite la seguente 

relazione: 

 

1
1

1

2
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k
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N




 
  

 
 ; 1 2, ,..., .k N  5.4 

La distribuzione alla Gauss-Lobatto, scelta nella implementazione 

riportata al capitolo precedente, consente di avere punti di campiona-

mento posizionati anche sulla frontiera del dominio e, quindi, risulta 

più adatta per calcolare sforzi e deformazioni nelle sezioni estreme degli 

elementi. 

La funzione interpolante necessaria per il calcolo dei pesi, invece, è 

stata definita in questo caso attraverso i polinomi di Legendre in forma 

ricorsiva: 
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 5.5 

Come strategia di integrazione è stata applicata la ben nota ed usa-

ta quadratura di Gauss, ricorrendo all’aggiunta di punti di integrazione 

addizionali agli estremi dell’intervallo (GLL - Gauss-Legendre-Lobatto), 

      
1

f f f
n

i i

iD

I x dx w x


   5.6 

dove n  è il numero di punti di integrazione, xi sono detti nodi di qua-

dratura ed i coefficienti wi sono detti pesi della formula di quadratura. 
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5.3. Strategia di soluzione 

Assumendo, come già indicato nel capitolo precedente, che d sia il vet-

tore degli spostamenti globali, A l’operatore di assemblaggio e w il valo-

re corrente del salto di spostamento nella sezione in cui viene introdotta 

la discontinuità immersa nell’elemento in calcestruzzo, ad ogni passo di 

iterazione si deve trovare una soluzione delle equazioni non lineari di 

equilibrio seguenti: 
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    5.8 

avendo indicato con nGP il numero di punti di integrazione di Gauss-

Lobatto posti all’ascissa xi e con wi i pesi corrispondenti. 

L’applicazione del metodo dei residui conduce alla soluzione iterati-

va delle predette equazioni con il Metodo alla Newton - Raphson modi-

ficato, che in quanto basato sul loro sviluppo in serie di Taylor arrestato 

al primo ordine attorno alla soluzione al passo corrente, conduce alla 

definizione della matrice di rigidezza tangente, calcolata con la soluzio-

ne corrente in termini di spostamenti. 

La convergenza viene testata attraverso la norma del residuo delle 

forze, che dovrà essere contenuta entro il valore della tolleranza scelta. 

Considerato che le equazioni di equilibrio vengono di solito scritte 

in forma incrementale, per la natura stessa delle leggi costitutive tra 

tensioni e deformazioni, nel problema in esame, analogo a quello della 

non linearità del materiale, si procede nel modo seguente: la soluzione 

incognita al passo (t + Δt) si ottiene dalla soluzione nota al passo t con 

un procedimento incrementale, attraverso la scrittura della matrice di 

rigidezza tangente. 

Ricavato il vettore degli incrementi di spostamento nodale ,d  si 

potrà calcolare, quindi, il vettore degli spostamenti incogniti, che può 

scriversi come: 
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    d t t d t d      5.9 

ed avendo ottenuto un valore approssimato di d(t+Δt), si possono calco-

lare le tensioni e le deformazioni al passo t+Δt e, quindi, passare al suc-

cessivo incremento. 

In pratica, il valore dello spostamento d(t +Δt) è affetto da un errore 

che può essere molto elevato, dipendendo dal passo di carico e/o di spo-

stamento scelto (Figura 5.1). 

 
Figura 5.1: Metodo incrementale. 

Ad ogni iterazione k  del ciclo di equilibrio, dopo aver aggiornato gli 

spostamenti nodali a fine passo 

 1
1 1 1,

k k k
n n nd d d
      5.10 

si entra nella routine che definisce l’elemento finito, con cui viene calco-

lata la matrice di rigidezza elementare Kel  ed il vettore dei residui e-

lementari rel ; si procede, poi, all’assemblaggio, costruendo la matrice di 

rigidezza globale e il vettore dei residui globale. 
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5.4. Soluzione del problema dell’equilibrio 

con un Metodo alla Newton - Raphson 

modificato 

Nella presente trattazione si è scelto di utilizzare un procedimento ite-

rativo, di tipo Newton-Raphson modificato, per la risoluzione di sistemi 

non lineari. Tale metodo consiste nel trovare una radice della f (x) = 0 

con un approssimazione che parte dalla formula di Taylor arrestata al 

primo ordine: 

       1 1 1 0f f f ,i i I i i ix x x x x       5.11 

da cui 

    1 1f f ,I i i ix x x    5.12 

dove il simbolo δ indica una variazione arbitraria del parametro. Il pri-

mo membro di quest’ultima coincide con Ktg Δd, avendo indicato con Ktg 

la matrice di rigidezza tangente. 

Infine, per l’i-esima iterazione si ricava: 

         
1

1K F F F
i

i i Qc
tg ext eq intt d t t t t t t


            5.13 

    1i i id t t d t t d        5.14 

con le condizioni iniziali 

    0d t t d t    5.15 

    0F Fint intt t t    5.16 

e nelle quali la variabile t ha il solo significato di passo di discretizza-

zione scelto. 

Nella prima iterazione, le relazioni di equilibrio corrispondono a 

quelle del passo incrementale; nelle iterazioni successive, i valori degli 

spostamenti nodali alla (i-1)-esima iterazione servono per calcolare le 

tensioni e le forze interne. Il vettore dei carichi residuo 

    1F Fi
ext extt t t t      5.17 

corrisponde al vettore che non è bilanciato dalle tensioni e, quindi, vie-

ne richiesta una ulteriore iterazione con un incremento di spostamento. 
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Questo aggiornamento degli spostamenti nodali durante il proce-

dimento iterativo continua finché il vettore dei carichi non è bilanciato e 

l’incremento di spostamento è sufficientemente piccolo. 

Il significato delle operazioni è illustrato in Figura 5.2 per un caso 

monodimensionale. 

 
Figura 5.2: Procedura standard Newton-Raphson. 

ed in Figura 5.3 per la combinazione del metodo incrementale con quello itera-

tivo di Newton-Raphson. 

 
Figura 5.3: Combinazione metodo incrementale e metodo di Newton-Raphson. 
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In definitova, lo squilibrio delle forze che nasce a causa della non 

linearità dei componenti base degli elementi (acciaio e calcestruzzo) e 

della loro interazione (aderenza - scorrimento), assieme a quelle che na-

scono a seguito della formazione e della propagazione della frattura co-

esiva (legge trazione - separazione tipica della concezione del metodo 

delle discontinuità forti), vengono riapplicate nelle successive iterazioni, 

fino a quando si raggiunge la convergenza. 

Il metodo di Newton Raphson può essere molto dispendioso, poiché 

richiede per ogni iterazione di valutare l’operatore .Ki
tg  

Dal punto di vista computazionale ciò si traduce nella necessità di 

riassemblare ad ogni iterazione la matrice di rigidezza e di fattorizzar-

la. Questo inconveniente può essere superato ricorrendo ad una versio-

ne modificata del metodo, che consiste nell’assumere indipendentemen-

te dall’iterazione corrente: 

 0K Ki
tg tg  5.18 

per cui la fase più onerosa del calcolo viene così eseguita una sola volta, 

come schematizzato nella figura seguente; è questa la scelta operativa 

efettuata in questa trattazione. 

 
Figura 5.4: Procedura modificata di Newton-Raphson. 
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La scelta del numero di passi di carico è di estrema importanza per 

poter soddisfare due esigenze contrapposte. Un elevato numero di passi 

di carico fa, infatti, aumentare i tempi di calcolo, ma in questo modo si 

ottiene una soluzione più affidabile in termini di precisione; al tendere 

all’infinito di questo numero si otterrebbe, infatti, la soluzione esatta 

del problema non lineare. 

Un numero troppo basso di passi di carico può, invece, comportare 

la non convergenza del procedimento di Newton-Raphson. 

In una storia di carico monotona crescente, per un dato valore del 

carico, il procedimento iterativo viene interrotto quando si verifica una 

delle condizioni seguenti: 

 convergenza della soluzione, cioè raggiungimento di uno stato di 

equilibrio; 

 collasso per raggiungimento del valore di deformazione ultima di 

uno dei materiali che compongono l’elemento strutturale od il com-

plesso di elementi (rottura locale); 

 mancata convergenza della soluzione entro il numero massimo di 

iterazioni scelte in previsione (in genere circa 20). 

Con il procedimento di Newton-Raphson, se correttamente applica-

to, si è in grado di risolvere un problema non lineare a partire da una 

soluzione di primo tentativo. Quest’ultima deve essere preventivamente 

valutata, per poi procedere iterativamente alla ricerca della soluzione. 

L’algoritmo risolutivo completo si articola, pertanto, in due fasi di-

stinte: una fase di predizione nella quale si stima una soluzione di pri-

mo tentativo ed il relativo residuo ed una fase di correzione nella quale 

si risolve iterativamente il problema fino ad annullare il residuo che 

progressivamente si produce. 

La predizione viene effettuata utilizzando la rigidezza all’origine. 

Non è infatti possibile conoscere a priori la natura della risposta del 

modello strutturale, in quanto anche per un processo di carico monoto-

no crescente alcune parti di esso possono subire uno scarico elastico, 

come ad esempio nell’attraversamento della fase di formazione della 

frattura; la soluzione di primo tentativo viene pertanto stimata utiliz-

zando la rigidezza elastica tangente iniziale 0 ,Ktg  lasciando poi al proce-

dimento iterativo il compito di correggerla e mantenerla fissata nelle 
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iterazioni all’interno del passo. 

Nella Figura 5.5 è riportato un diagramma di flusso che descrive 

sinteticamente una generica procedura iterativa. 

 
Figura 5.5: Diagramma di flusso generica procedura iterativa. 

Ovviamente, il Metodo di Newton - Raphson modificato, che nel conte-

sto della soluzione dei problemi nella meccanica dei solidi è anche cono-

sciuto come “stress transfer” o “initial stress method”, ha una velocità 

di convergenza più lenta e, calcolata generalmente sulla norma dei re-
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sidui delle forze, ha una convergenza asintotica lineare e non quadrati-

ca come la forma classica del Metodo, ma elimina alcune problematiche 

tipiche di quest’ultimo. 

Riassumendo, nonostante la convergenza del Metodo non è garanti-

ta in ogni circostanza, essa si verifica normalmente se il vettore di par-

tenza (spostamenti) non è molto discosto dalla soluzione e ciò si può 

conseguire suddividendo la storia di carico in intervalli di ampiezza non 

eccessiva, in maniera tale che la prima iterazione rappresenti già una 

ragionevole approssimazione del valore finale; in tal caso, la matrice di 

rigidezza tangente viene calcolata solitamente all’inizio del passo e 

mantenuta costante al suo interno. 

La trattazione teorica adottata in questa tesi segue un’approccio 

‘non regolarizzato’ in cui il campo di spostamento è discontinuo e il 

campo di deformazione è una distribuzione singolare. Viene, pertanto, 

considerata esplicitamente la legge costitutiva discreta trazione separa-

zione all’interfaccia e il regime delle discontinuità forti viene effettiva-

mente raggiunto. Il fenomeno della formazione di una frattura coesiva 

viene trattato come un fenomeno discreto, ma contenuto nel contesto di 

un modello continuo. 

L’implementazione nel metodo degli elementi finiti è stata svilup-

pata a partire dalla trattazione presentata in cui viene considerata e-

splicitamente la legge discreta trazione separazione all’interfaccia. 

 



 

 

CAPITOLO 6 

APPLICAZIONI NUMERICHE 

6.1. Introduzione 

Gli elementi descritti nei capitoli precedenti sono stati implementati in 

un codice di calcolo agli elementi finiti in ambiente Mathematica® e in 

Matlab®. Il modello di comportamento dell’elemento è del tutto genera-

le e può essere particolarizzato ad uno specifico caso di studio, sceglien-

do opportunamente la funzione di attivazione dell’interfaccia immersa 

nel componente calcestruzzo. 

L’obiettivo del presente lavoro è effettuare l’analisi non lineare di 

elementi in calcestruzzo armato, usando il metodo degli elementi finiti, 

mediante un algoritmo di soluzione incrementale alla Newton-Raphson. 

Sulla base delle procedure di analisi descritte nei capitoli preceden-

te, è stato messo a punto un algoritmo di calcolo automatico per esegui-

re l’analisi non lineare di un elemento monodimensionale in calcestruz-

zo armato, soggetto a carico monotono. La comparsa di una fessura in-

troduce una cedibilità locale, che ne modifica la risposta; la presenza 

del crack viene simulata attraverso l’introduzione di molle a comporta-

mento non lineare, opportunamente tarate. Per l’elemento finito uncra-

cked e cracked, vengono derivate le funzioni di interpolazione dei campi 

di spostamento (funzioni di forma). L’impiego di tali funzioni consente, 

nel caso più generale, la determinazione dei carichi nodali equivalenti, 

nonché della matrice di rigidezza dell’elemento. 
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Ogni algoritmo di analisi non lineare è costituito essenzialmente da 

quattro fasi fondamentali: 

 la formazione della matrice di rigidezza tangente corrente ed il cal-

colo dei residui delle forze; 

 la soluzione delle equazioni di equilibrio per gli incrementi di spo-

stamento nodale; 

 la determinazione dello stato deformativo e tensionale di tutti gli 

elementi del modello; 

 la verifica di convergenza. 

Questi passaggi fondamentali per l’algoritmo proposto, sono pre-

sentati in dettaglio nel diagramma di flusso in Figura 6.1. 

 
Figura 6.1: Diagramma di flusso algoritmo di calcolo non lineare. 
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Per simulare la risposta in campo non lineare dell’elemento mono-

dimensionale, la procedura numerica è stata implementata in un oppor-

tuno codice di calcolo che si compone di una routine principale, che rac-

coglie e collega varie subroutines create per descrivere il modello, ognu-

na delle quali implementa una determinata serie di operazioni. Una 

sintesi dei passi dell'algoritmo, corrispondenti alle singole operazioni e 

subroutine identificate nel diagramma di flusso, è presentata di seguito. 

La routine di input prevede l’immissione di tutti quei valori preli-

minari che servono a definire il modello e l’algoritmo, quali i dati geo-

metrici generali del modello monodimensionale in calcestruzzo armato, 

la definizione del numero di elementi finiti in cui discretizzare il model-

lo e la costruzione della matrice delle connettività, le condizioni al con-

torno di vincolo (boundary condition), il processo di carico per il tipo di 

prova da eseguire, a spostamento o a carico controllato, e conseguente-

mente l’individuazione del numero di passi incrementali da eseguire, le 

condizioni di convergenza del processo iterativo, quali il valore della tol-

leranza accettabile sulla norma del residuo ed il numero massimo di i-

terazioni di convergenza. 

Le routines dei legami costitutivi prevedono la scelta del tipo di le-

game costitutivo per i materiali base (acciaio e calcestruzzo) e per 

l’interfaccia tra di essi, con i relativi parametri meccanici, compreso la 

scelta dell’andamento del legame trazione-apertura di fessura, che 

permette di garantire che l’energia dissipata durante il processo di frat-

tura coesiva fino alla formazione di una frattura libera da tensioni, sia 

pari all’energia di frattura GF assegnata. 

Per la determinazione numerica dei campi di spostamento, di de-

formazione e di tensione, la routine delle funzioni di forma ricava la 

matrice N che le contiene e la matrice B che ne contiene le derivate. 

La subroutine per l’integrazione numerica, scelto il numero di punti 

di Gauss-Lobatto interni al singolo elemento finito, permette di deter-

minare per tali punti le coordinate ed i relativi pesi. 

Dopo il calcolo delle matrici di rigidezza elementari per i singoli e-

lementi con la relativa routine, l’assembaggio della matrice di rigidezza 

tangente K allo stato corrente di spostamento per l’intera struttura nel 

sistema globale, viene effettuato con la subroutine di assemblaggio, 
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grazie alla matrice di connettività; nel caso di elemento cracked, una 

routine di condensazione matriciale, elimina i gradi di libertà interni 

dei due sub-elementi formatisi dopo il crack, secondo quanto visto nei 

precedenti capitoli. 

Un’ulteriore routine risolve il sistema non lineare di equilibrio con 

un metodo alla Newton - Raphson modificato. 

Sono state condotte molteplici elaborazioni su provini di diverse ca-

ratteristiche geometriche e meccaniche e con diverse condizioni al con-

torno di vincolo e di carico per testare l’efficienza del modello e dell’algo-

ritmo sviluppato; in questo capitolo vengono presentate alcune simula-

zioni numeriche di problemi in cui si ha la comparsa della frattura (di-

scontinuità nel campo di spostamento nel calcestruzzo). 

In particolare, si è effettuata la simulazione delle seguenti prove a 

controllo di spostamenti: 

 Prova di estensione di una barra di acciaio immersa nel calcestruz-

zo su provino simmetrico in calcestruzzo armato a comportamento 

assiale BFE-TM; 

 Prova di estrazione di una barra di acciaio immersa nel calcestruz-

zo (pull-out) su provino monodimensionale a comportamento assiale 

BFE-TM; 

 Prova di estensione della barra di acciaio inferiore su provino sim-

metrico in calcestruzzo armato a comportamento flessionale BFE-

FM, con sezione armata a doppia armatura (DR). 

Nelle applicazioni, gli elementi compositi tra due fessure o tra due 

nodi con armatura efficacemente ancorata in essi sono formati da una 

matrice in calcestruzzo con immerse barre in acciaio, dei tipi seguenti: 

 EFE-TM (Elementary Finite Element - Tension Member); 

 EFE-FM (Elementary Finite Element - Flexural Member). 

Si riportano nei paragrafi seguenti i risultati per i casi analizzati 

ritenuti più significativi: 

 Modello A: provino simmetrico monodimensionale a comportamento 

assiale bloccato all’estremità sinistra della barra in acciaio (nodo i, 

grado di libertà 1), cui vengono impressi spostamenti incrementali 

(a controllo di spostamento) sull’estremità destra della barra in ac-

ciaio (nodo j, grado di libertà 3), con i due casi messi a confronto di 
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provino integro e di provino con un solo crack nelle medesime con-

dizioni al contorno (di vincolo e di carico); 

 Modello B: provino asimmetrico monodimensionale a comporta-

mento assiale bloccato all’estremità sinistra del calcestruzzo (nodo 

i, grado di libertà 2), cui vengono impressi spostamenti incrementa-

li (a controllo di spostamento) sull’estremità destra della barra in 

acciaio (nodo j, grado di libertà 3), simulando la fase iniziale di una 

prova di estrazione della barra (pull-out); 

 Modello C: provino simmetrico monodimensionale a comportamento 

flessionale bloccato all’estremità sinistra della barra inferiore in ac-

ciaio (nodo i, grado di libertà 1), semplicemente appoggiato alle due 

estremità della sezione in calcestruzzo (nodo i, grado di libertà 5 e 

nodo j, grado di libertà 10), cui vengono impressi spostamenti in-

crementali (a controllo di spostamento) sull’estremità destra della 

barra in acciaio (nodo j, grado di libertà 6), con risultati fino alla fa-

se di incipiente formazione della fessura discreta. 

6.2. L’elemento soggetto a trazione ed il 

confronto con casi sperimentali presen-

ti in letteratura 

Nel caso di elemento monodimensionale soggetto a trazione, si sono 

studiati i due seguenti casi con le relative condizioni al contorno e di es-

si si riportano i risultati ritenuti più significativi. 

 Caso 1°) Modello A - provino simmetrico monodimensionale a com-

portamento assiale bloccato all’estremità sinistra della barra in ac-

ciaio (nodo i, grado di libertà 1), cui vengono impressi spostamenti 

incrementali (a controllo di spostamento) sull’estremità destra della 

barra in acciaio (nodo j, grado di libertà 3), con i due casi messi a 

confronto di provino integro e di provino con un solo crack nelle 

medesime condizioni al contorno (di vincolo e di carico). 

Il modello studiato è rappresentato fisicamente nella Figura 6.2, la 

quale mostra le condizioni di vincolo e di spostamento incrementale im-

presso. 



224 CAPITOLO 6 

 

 
Figura 6.2: Provino relativo al Caso di Studio 1° - Modello A. 

Il modello meccanico del Caso 1° è riportato nella Figura 6.3, che il-

lustra la scelta dei gradi di libertà e le condizioni di vincolo dell’ele-

mento di tipo uncracked. 

 
Figura 6.3: Modello meccanico del Caso di Studio 1° - Modello A. 

Per le caratteristiche geometriche e meccaniche del provino si sono 

utilizzati i seguenti valori: LSPE = 750 mm, S = 12 mm e C = 90 mm. 
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La geometria dell’elemento, così scelta, corrisponde ad una percen-

tuale geometrica di armatura pari a ρ = 1.81%. 

Le caratteristiche meccaniche dei materiali base (acciaio e calce-

struzzo) scelti per il provino sono riportate nella Tabella 6.1 

Tabella 6.1: Parametri meccanici materiali base. 

ACCIAIO 

fy 420 MPa 

ES 210000 MPa 

ESH 10000 MPa 

CALCESTRUZZO 

fCK 22.95 MPa 

EC 29000 MPa 

 

I parametri che descrivono il legame costitutivo dell’interfaccia tra i 

materiali base sono riportati nella Tabella 6.2. 

Tabella 6.2: Parametri meccanici interfaccia. 

INTERFACCIA 

ACCIAIO - CALCESTRUZZO 

τMAX 11.98 MPa 

S1 1.0 mm 

S2 3.0 mm 

S3 5.0 mm 

 

L’analisi è stata spinta fino alla formazione e l’apertura della prima 

fessura, per poi continuare gli incrementi di spostamento impresso. 

Essendo il modello di tipo simmetrico, la prima fessura si forma 

nella sezione di mezzeria dell’elemento. 

Il modello meccanico del Caso 1° nelle condizioni di attivazione 

dell’interfaccia immersa nel calcestruzzo è riportato nella Figura 6.4, 

che illustra la scelta dei gradi di libertà e le condizioni di vincolo 

dell’elemento di tipo cracked. 
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Figura 6.4: Modello meccanico del Caso di Studio 1° - Modello A cracked. 

Alla fine del processo incrementale, in cui è stato previsto un in-

cremento monotono degli spostamenti del nodo j della fibra di acciaio, 

con ΔUSj pari a 0,01 mm, si sono ottenuti tramite l’algoritmo proposto i 

campi di spostamento della fibra di acciaio US e del calcestruzzo UC, de-

terminando, inoltre, i relativi scorrimenti. Nelle Figure 6.5, 6.6 e 6.7 è, 

quin-di, possibile osservare tali campi di spostamento per la barra di 

acciaio, il calcestruzzo e gli scorrimenti che hanno portato alla forma-

zione del primo crack. Si può notare come il comportamento ottenuto 

era quello previsto, con spostamenti nulli per quanto riguarda la barra 

di acciaio al nodo i vincolato e scorrimenti nulli nella sezione di simme-

tria dell’elemento. 
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Figura 6.5: Spostamenti barra acciaio US(x) (mm). 
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Figura 6.6: Spostamenti del calcestruzzo UC(x) (mm). 
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Figura 6.7: Scorrimenti tra acciaio e calcestruzzo S(x) (mm). 

Per alcuni step di carico, è stato effettuato il confronto tra i campi 

di spostamento ottenuti utilizzando le funzioni di forma esponenziali e 

quelli ottenuti richiamando le funzioni di forma lineari (curve in blu). Si 

può facilmente notare come i risultati in termini di spostamento ottenu-

ti con le funzioni di forma esponenziali riescano ad approssimare meglio 

il campo di spostamenti sia per l’elemento in acciaio, sia per quello in 

calcestruzzo e di conseguenza anche gli scorrimenti (Figure 6.8, 6.9 e 

6.10). 
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Figura 6.8: Confronto spostamenti barra acciaio US(x) (mm) 

con funzioni di forma esponenziali (rosso) e lineari (blu). 
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Figura 6.9: Confronto spostamenti del calcestruzzo UC(x) (mm) 

con funzioni di forma esponenziali (verde) e lineari (blu). 
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Figura 6.10: Confronto scorrimenti tra acciaio e calcestruzzo S(x) (mm) 

con funzioni di forma esponenziali (magenta) e lineari (blu). 

Ottenuto il campo di spostamenti per ogni step di carico, utilizzan-

do i legami costitutivi adottati per il modello, è stato possibile ricavare 

prima il campo deformativo e poi quello tensionale per l’acciaio e per il 

calcestruzzo. Nelle Figure 6.11, 6.12 e 6.13 è possibile osservare come 

variano per la fibra di acciaio e per il calcestruzzo le tensioni nel model-

lo proposto, ovvero la configurazione degli sforzi che si presentano lungo 

lo sviluppo totale dell’elemento al crescere della sollecitazione di trazio-

ne. Si osserva, quindi, il comportamento atteso, cioè che, a partire degli 

estremi dell’elemento teso, si ha un andamento nel quale la tensione nel 

calcestruzzo cresce da zero nella sezione di estremità verso l’interno e, 

per l’equilibrio, un andamento decrescente si presenta per le tensioni 

della barra in acciaio; in ogni sezione si manifestano anche le tensioni 

di aderenza, che si annullano nella sezione in cui calcestruzzo ed acciaio 

presentano gli stessi spostamenti (scorrimento nullo). 
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Figura 6.11: Tensioni barra acciaio σS(x) (MPa). 
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Figura 6.12: Tensioni nel calcestruzzo σC(x) (MPa). 



APPLICAZIONI NUMERICHE 231 

0 100 200 300 400 500 600 700 800
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

 
Figura 6.13: Tensioni di aderenza τ(x) (MPa). 

Raggiunto il carico Ps corrispondente al valore di us(L) pari a 0.17 

mm, la σC raggiunge il valore limite che determina l’attivazione del 

primo crack (σc = fct) nella sezione di mezzeria del provino. La nuova 

configurazione, con le medesime condizioni di vincolo e carico, è possi-

bile osservarla nella Figura 6.4, nella quale si nota come si siano 

aggiunti nuovi gradi di libertà all’interno dell’elemento, che verranno 

trattati grazie alla procedura di condensazione statica della matrice di 

rigidezza descritta nei capitoli precedenti. L’elemento in oggetto avrà 

perciò quattro gradi di libertà globali esterni, con le medesime 

condizioni di vincolo e di carico, cioè provino bloccato all’estremità sini-

stra della fibra in acciaio (nodo i) corrispondente al grado di libertà 1 e 

con spostamenti incrementali impressi sulla sua estremità destra (nodo 

j), corrispondente al grado di libertà 3. I gradi di libertà interni, invece, 

saranno introdotti in corrispondenza della discontinuità forte immersa 

e prevista dal meccanismo di frattura del calcestruzzo. 

 RIORDINO GRADI DI LIBERTÀ 
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2 2 8

3 5 3
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In particolare, viene imposta la coincidenza tra il grado di libertà 

del nodo j relativo alla fibra di acciaio per il sub-elemento 1 ed il nodo i 

relativo alla fibra di acciaio per il sub-elmento 2 (dof 5≡7). A causa della 

discontinuità forte introdotta nel calcestruzzo, saranno individuati i 

due nuovi nodi interni corrispondenti al grado di libertà 6 per il sub-

elemento 1 ed al grado di libertà 8 per il sub-elemento 2; tra di essi ver-

rà inserita una molla non lineare con rigidezza legata all’energia di 

frattura del calcestruzzo; la corrispondente rigidezza andrà a collocarsi 

opportunamente all’interno della matrice rigidezza dell’elemento cra-

cked; gli spostamenti relativi tra i nodi interni della fibra di calcestruz-

zo, individueranno l’ampiezza della fessura ad ogni incremento di carico 

successivo. 

Procedendo con il processo incrementale, continuando ad incremen-

tare gli spostamenti del nodo j della fibra di acciaio del sub-elemento 2, 

corrispondente al grado di libertà globale esterno 3, sempre con ΔUSj 

pari a 0,01 mm, si sono ottenuti tramite l’algoritmo proposto i nuovi 

campi di spostamento per l’acciaio US e per il calcestruzzo UC dei due 

sub-elementi. Nella Figura 6.14 è, quindi, possibile osservare tali campi 

di spostamento per la barra di acciaio, il calcestruzzo e gli scorrimenti. 

Si può notare come l’andamento degli spostamenti del calcestruzzo e 

dell’acciaio siano influenzati e caratterizzati dalla discontinuità forte 

individuata dalla frattura in mezzeria. 
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Figura 6.14: Confronto spostamenti barra acciaio US(x) (mm) (rosso), 

spostamenti del calcestruzzo UC(x) (mm) (verde) e 

scorrimenti tra acciaio e calcestruzzo S(x) (mm) (magenta). 

A partire dai campi di spostamento per i due sub-elmenti, si sono 

determinati gli stati deformativi e quelli tensionali. Nelle Figure 6.15, 

6.16 e 6.17 è possibile osservare come variano per l’acciaio e per il cal-

cestruzzo le tensioni nel modello proposto, ovvero la configurazione de-

gli sforzi che si presentano lungo lo sviluppo totale dell’elemento al cre-

scere dello spostamento impresso.  

Al raggiungimento del livello σC = fct è iniziato lo sviluppo del qua-

dro fessurativo primario, comportando l’abbattimento repentino della 

tensione nel calcestruzzo in corrispondenza della sezione in cui si è for-

mata la fessura, tensione che, diventata nulla, si è trasferita intera-

mente sull’acciaio; inoltre, all’aprirsi della fessura nascono nuovi scor-

rimenti nei due sub-elementi. Il procedimento incrementale si è arre-

stato al sopraggiungere di due nuove fessure all’interno dei sub-

elementi, quando si è raggiunto in quest’ultimi nuovamente il criterio di 

attivazione della fessura discreta (σC = fct). 

Di seguito si riportano i grafici delle tensioni di trazione lunga la 
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barra d’acciaio in tre diversi passi di carico: la Figura 6.15 rappresenta 

le predette tensioni al passo n.50 in cui si ha l’attivazione della frattu-

ra. 

 
Figura 6.15: Tensioni barra acciaio σS(x) (MPa) - Elemento integro. 

La Figura 6.16 riporta, invece, le tensioni di trazione nella barra 

d’acciaio al passo n.53 relativo al processo di formazione della fessura, 

mentre la Figura 6.17 descrive le medesime tensioni al termine del pro-

cesso incrementale (passo n.90). 

 
Figura 6.16: Tensioni barra acciaio σS(x) (MPa) - Elemento fessurato. 
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Nel grafico in Figura 6.16 si può osservare il trasferimento delle 

tensioni dal calcestruzzo alla barra in acciaio in corrispondenza del 

crack; in tal senso, nel grafico in Figura 6.17, si può vedere come la ten-

sione di trazione nell’acciaio in mezzeria abbia eguagliato quella agli e-

stremi, evidenziando come la fessura sia in questo caso libera da ten-

sioni. 

 
Figura 6.17: Tensioni barra acciaio σS(x) (MPa) - Elemento fessurato. 

Raggiunto il nuovo livello di carico Ps, corrispondente al valore di 

US(L1+L2) pari a 0.30 mm, la tensione nel calcestruzzo raggiunge il 

valore limite che determina la formazione degli ulteriori due cracks 

(σC = fct) nelle sezioni di mezzeria dei due sub-elementi. 

La discontinuità forte caratterizzata dalla presenza della frattura ci 

permette di calcolare l’ampiezza di quest’ultima coerentemente con le 

regole della frattura coesiva. 

Si riporta in Figura 6.18 il grafico relativo all’evoluzione dell’am-

piezza della fessura, intesa come spostamenti relativi tra i due nodi in-

terni nel calcestruzzo, in relazione allo spostamento incrementale im-

presso alla barra di acciaio al grado di libertà esterno 3. Si nota come 

prima della formazione della frattura l’ampiezza abbia dimensione nul-

la per poi aumentare repentinamente in maniera non lineare in corri-

spondenza del raggiungimento della tensione limite per il calcestruzzo 

nella sezione di mezzeria, dissipando energia nel prcesso di formazione; 
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il tratto finale ad andamento pressoché lineare è regolato dall’allun-

gamento della barra in acciaio nella fessura ormai libera da tensioni (v. 

Figura 6.18). 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

 
Figura 6.18: Ampiezza fessura w (mm) in funzione di USj (mm). 

In Figura 6.19 viene tracciato il grafico FSj (N) - USj (mm) riportante 

in ordinate la variazione del carico sulla barra in acciaio ed in ascissa 

l’allungamento impresso alla stessa. 
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Figura 6.19: Grafico FSj (N) - USj (mm). 
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Inoltre, al fine di osservare come l’energia di frattura sia un para-

metro importante per descrivere il comportamento del provino in fase di 

crack, si riportano nei grafici seguenti le curve forza - spostamento rela-

tive ad uno stesso provino, con uguale percentuale di armatura, ma as-

sumendo diversi valori di energia di frattura GF (v. Figure 6.20, 6.21, 

6.22 e 6.23); al crescere di quest’ultima diventa più grande l’area sotte-

sa dalla porzione di curva relativa alla fase di formazione del crack, ri-

ducendosi la sub-verticalità del suddetto tratto. 

L’andamento qualitativo appare significativamente diverso da quel-

lo riportato in [106], che presenta nella fase di formazione della fessura 

un tratto orizzontale; si può osservare, dunque, che dopo il primo crack 

è importante studiare il comportamento non lineare del “cracked con-

crete” a trazione, dopo che questo raggiunge il valore fct; questa fase di 

softening viene individuata dalla molla non lineare di rigidezza KC in-

serita all’interno della discontinuità. Per ogni passo di carico/sposta-

mento, tale rigidezza è correlata, attraverso una relazione non lineare, 

all’energia di frattura GF fino al punto in cui l’apertura fittizia della 

fessura w raggiunge un valore tale che la frattura diventa di tipo di-

screto e libera da tensioni. 

 
Figura 6.20: Grafico FSj (N) - USj (mm). 
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Figura 6.21: Grafico FSj (N) - USj (mm). 

 
Figura 6.22: Grafico FSj (N) - USj (mm). 
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Figura 6.23: Grafico FSj (N) - USj (mm). 

Altri parametri rilevanti nello sviluppo del modello numerico sono 

le caratteristiche geometriche del provino ed, in particolar modo, la per-

centuale meccanica di armatura, che regola la rigidezza del sistema 

prima e dopo la frattura. Si riporta nella Figura 6.24 la variazione della 

risposta globale dell’elemento composito, in funzione della percentuale 

di armatura prevista, potendosi notare in essa un aumento della rigi-

dezza del sistema all’aumento della predetta percentale. 
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Figura 6.24: Grafico FSj (N) - USj (mm) al variare di ρ. 
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Tra le applicazioni numeriche è stato effettuato anche il confronto 

con casi sperimentali presenti in letteratura. 

In particolare, si riporta il confronto con i risultati numerici di Pra-

sad et al. (2002) in [76] ed i risultati sperimentali di Doerr (1980) ripor-

tati anche in [49]. 

Per le caratteristiche geometriche e meccaniche del provino consi-

derato si sono utilizzati i seguenti valori: LSPE = 500 mm, S = 16 mm e 

C = 150 mm. La geometria dell’elemento, così scelta, corrisponde ad 

una percentuale geometrica di armatura pari a ρ = 1.15%. 

Le caratteristiche meccaniche dei materiali base (acciaio e calce-

struzzo) scelti per il provino sono riportate nella Tabella 6.3 

Tabella 6.3: Parametri meccanici materiali base. 

ACCIAIO 

fy 420 MPa 

fSe 353 MPa 

ES 205000 MPa 

ESH 2050 MPa 

CALCESTRUZZO 

fCK 46.50 MPa 

fC 37.20 MPa 

EC 35000 MPa 

fCT 2.70 MPa 

GF 0.086 Nmm/mmq 

 

I parametri che descrivono il legame costitutivo dell’interfaccia tra i 

materiali base sono riportati nella Tabella 6.4. 

Tabella 6.4: Parametri meccanici interfaccia. 

INTERFACCIA 

ACCIAIO - CALCESTRUZZO 

τMAX 11.93 MPa 

S1 0.3 mm 

S2 0.3 mm 
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S3 7.5 mm 

 

L’analisi è stata spinta fino alla formazione e all’apertura della 

prima fessura, per poi continuare con gli incrementi di spostamento 

impresso. 

Relativamente al predetto confronto con i risultati reperiti in lette-

ratura [49,76], le curve presentate nella Figura 6.25 mostrano la distri-

buzione dello sforzo di trazione nella barra di armatura per un livello di 

carico basso (20 kN), per quello che porta alla formazione della fessura 

nella sezione di mezzeria del provino (40 kN) e per quello (pari a 71 kN) 

che porta la tensione nella barra, alle estremità e nella sezione che at-

traversa la fessura, prossima al limite elastico; in quest’ultimo viene 

raggiunta la simmetria nel diagramma di distribuzione delle tensioni. 

I risultati nelle tre fasi indicate sopra sono riportati con riferimento 

a metà della barra in acciaio. 

 
Figura 6.25: Confronto con risultati numerici in [76] 

(Prasad M.V.K.V. et al., 2002). 
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Per tale caso si riporta, infine, anche la curva FSj (N) - USj (mm). 

 
Figura 6.26: Grafico FSj (N) - USj (mm). 

Con il provino di lunghezza LSPE = 750 mm (S = 12 mm - C = 90 

mm), ma con un energia di frattura del calcestruzzo di modo I pari a 

0.0662 Nmm/mmq, è stata effettuata l’applicazione numerica riportata 

in [18], i cui risultati sono riportati nelle Figure 6.27, 6.28 e 6.29. 

 
Figura 6.27: Grafico FSj (N) - USj (mm) con funzioni interpolanti lineari. 
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Figura 6.28: Grafico FSj (N) - USj (mm) con funzioni interpolanti esponenziali. 

Nella Figura 6.27 è possibile notare come nel caso dell’utilizzo di 

funzioni interpolanti di tipo lineare, già a partire da una discretizzazio-

ne a cinque elementi, la risposta del sistema vari lievemente all’aumen-

tare della discretizzazione. 

Al contrario, se si utilizzano funzioni interpolanti di tipo esponen-

ziale, la risposta non varia con l’infittimento della discretizzazione, po-

nendosi in risalto in questo caso l’indipendenza dalla mesh, come è pos-

sibile rilevare nelle Figure 6.28 e 6.29. 

Nei tratti che precedono la formazione della frattura, è evidente il 

comportamento non lineare dovuto alle relazioni costitutive non lineari 

per il legame di aderenza - scorrimento tra l’acciaio ed il calcestruzzo. 

L’utilizzo di funzioni interpolanti legate alla specifica tipologia del 

problema, nate ad esempio da soluzioni esatte del problema dell’equili-

brio ancorchè in forma approssimata mediante linearizzazione, produ-

cono come risultato fondamentale un aumento della velocità di conver-

genza. 

La Figura 6.29 mostra il grafico dell’apertura w della fessura in 

funzione dell’allungamento della barra, nel caso di funzioni interpolanti 

di tipo esponenziale. 
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Figura 6.29: Ampiezza fessura w (mm) in funzione di USj (mm). 

 Caso 2°) Modello B - provino asimmetrico monodimensionale a 

comportamento assiale bloccato all’estremità sinistra del calce-

struzzo (nodo i, grado di libertà 2), cui vengono impressi sposta-

menti incrementali (a controllo di spostamento) sull’estremità de-

stra della barra in acciaio (nodo j, grado di libertà 3), simulando la 

fase iniziale di una prova di estrazione della barra (pull-out). 

Il modello studiato è rappresentato fisicamente nella seguente Fi-

gura 6.30, la quale mostra le condizioni di vincolo e di spostamento in-

crementale impresso. 



APPLICAZIONI NUMERICHE 245 

 
Figura 6.30: Provino relativo al Caso di Studio 2° - Modello B. 

Il modello meccanico del Caso 2° è riportato nella Figura 6.31, che 

illustra la scelta dei gradi di libertà e le condizioni di vincolo dell’ele-

mento di tipo uncracked. 

 
Figura 6.31: Modello meccanico del Caso di Studio 2° - Modello B. 

Per le caratteristiche geometriche e meccaniche del provino si sono 

utilizzati i seguenti valori: LSPE = 500 mm, S = 12 - 20 mm e C = 160 

mm. 
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La geometria dell’elemento, così scelta, corrisponde ad una percen-

tuale geometrica di armatura pari a ρ = 0.56 - 1.59%. 

Le caratteristiche meccaniche dei materiali base (acciaio e calce-

struzzo) scelti per il provino sono riportate nella Tabella 6.5. 

Tabella 6.5: Parametri meccanici materiali base. 

ACCIAIO 

fy 420 MPa 

ES 210000 MPa 

ESH 10000 MPa 

CALCESTRUZZO 

fCK 22.95 MPa 

EC 29000 MPa 

 

I parametri che descrivono il legame costitutivo dell’interfaccia tra i 

materiali base sono riportati nella Tabella 6.6. 

Tabella 6.6: Parametri meccanici interfaccia. 

INTERFACCIA 

ACCIAIO - CALCESTRUZZO 

τMAX 12.65 MPa 

S1 0.6 mm 

S2 0.6 mm 

S3 1.0 mm 

 

L’analisi è stata spinta fino alla formazione e l’apertura della prima 

fessura. Di seguito si riportano nelle Figure 6.32 e 6.33 i diagrammi 

forza - spostamento ottenuti rispettivamente per il provino con barra in 

acciaio di diametro S = 12 mm e  con diametro S = 20 mm. 

La Figura 6.32 mostra come nel caso di piccolo diametro della pre-

detta barra, la crisi avvenga per plasticizzazione dell’acciaio e per de-

grado delle caratteristiche di aderenza all’interfaccia tra la stessa barra 

ed il calcestruzzo. 

Di contro, nel caso di grande diametro, la Figura 6.33 mostra come 
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la crisi avvenga nella sezione di calcestruzzo dove viene raggiunta la 

tensione massima di trazione (nodo iniziale i), con un valore di carico 

ultimo sulla barra in acciaio più elevato, ma raggiunto in corrisponden-

za di uno sostamento inferiore. 

 
Figura 6.32: Grafico FSj (N) - USj (mm). 

(FSjU =  46.3 kN - USjU = 0.52 mm) 

 
Figura 6.33: Grafico FSj (N) - USj (mm). 

(FSjU =  96.3 kN - USjU = 0.14 mm) 



248 CAPITOLO 6 

 

È stata condotta un’applicazione numerica in queste condizioni di 

vincolo e di carico/spostamento impresso (Modello B), ma con le caratte-

ristiche geometriche e meccaniche del provino seguenti: LSPE = 750 mm, 

S = 12 mm e C = 90 mm. 

La geometria dell’elemento, così scelta, corrisponde ad una percen-

tuale geometrica di armatura pari a ρ = 1.81%. 

Le caratteristiche meccaniche dei materiali base (acciaio e calce-

struzzo) scelti per il provino sono riportate nella Tabella 6.7. 

Tabella 6.7: Parametri meccanici materiali base. 

ACCIAIO 

fy 420 MPa 

ES 210000 MPa 

ESH 10000 MPa 

CALCESTRUZZO 

fCK 22.95 MPa 

EC 29000 MPa 

 

I parametri che descrivono il legame costitutivo dell’interfaccia tra i 

materiali base sono riportati nella Tabella 6.8. 

Tabella 6.8: Parametri meccanici interfaccia. 

INTERFACCIA 

ACCIAIO - CALCESTRUZZO 

τMAX 11.98 MPa 

S1 1.0 mm 

S2 3.0 mm 

S3 5.0 mm 

 

Alla fine del processo incrementale, in cui è stato previsto un in-

cremento monotono degli spostamenti del nodo j della fibra di acciaio, 

con ΔUSj pari a 0.01 mm, che ha portato alla formazione della prima 

frattura corrispondente ad un US(L) pari a 0.10 mm, si sono ottenuti 

tramite l’algoritmo proposto i campi di spostamento della fibra di accia-
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io US e del calcestruzzo UC, determinando, inoltre, i relativi scorrimenti. 

Nelle Figure 6.34, 6.35 e 6.36 è, quindi, possibile osservare tali campi di 

spostamento per la barra di acciaio, il calcestruzzo e gli scorrimenti che 

hanno portato alla formazione del primo crack. Si può notare come il 

comportamento ottenuto era quello previsto, con spostamento nullo per 

quanto riguarda il calcestruzzo al nodo i vincolato e spostamento impo-

sto al nodo j della barra di acciaio. 
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Figura 6.34: Spostamenti barra acciaio US(x) (mm). 
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Figura 6.35: Spostamenti del calcestruzzo UC(x) (mm). 
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Figura 6.36: Scorrimenti tra acciaio e calcestruzzo S(x) (mm). 

Ottenuto il campo di spostamenti per ogni step di carico, utilizzan-

do i legami costitutivi adottati per il modello, è stato possibile ricavare 

prima il campo deformativo e poi quello tensionale per l’acciaio e per il 

calcestruzzo. Nelle Figure 6.37, 6.38 e 6.39 è possibile osservare come 

variano per la fibra di acciaio e per il calcestruzzo le tensioni nel model-

lo proposto, ovvero la configurazione degli sforzi che si presentano lungo 

lo sviluppo totale dell’elemento al crescere della sollecitazione di trazio-

ne. Si osserva, quindi, il comportamento atteso, cioè che la sezione inte-

ressata dalla fessurazione, con σC che raggiunge il valore limite, è quel-

la vincolata del calcestruzzo. Si ha, perciò, un andamento crescente del-

le tensioni nel calcestruzzo a partire dal nodo non vincolato. Allo stesso 

modo si ha un andamento decrescente per le tensioni della barra a par-

tire dall’estremo soggetto agli incrementi di spostamento controllati. 
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Figura 6.37: Tensioni barra acciaio σS(x) (MPa). 
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Figura 6.38: Tensioni nel calcestruzzo σC(x) (MPa). 
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Figura 6.39: Tensioni di aderenza τ(x) (MPa). 

In quest’ultimo caso, non viene spinta ulteriormente l’analisi in 

quanto si è registrata la formazione della frattura in uno dei nodi del 

modello, determinando una lunghezza nulla per la dimensione di uno 

dei due sub-elementi che si sarebbero creati. 

6.3. L’elemento soggetto a flessione ed i re-

lativi risultati preliminari 

Nel caso di elemento monodimensionale soggetto a flessione, si è ana-

lizzato il seguente caso con le relative condizioni al contorno e di esso si 

riportano i risultati ritenuti più significativi. 

 Caso 3°) Modello C - provino simmetrico monodimensionale a com-

portamento flessionale bloccato all’estremità sinistra della barra in-

feriore in acciaio (nodo i, grado di libertà 1), semplicemente appog-

giato alle due estremità della trave in calcestruzzo (nodo i, grado di 

libertà 5 e nodo j, grado di libertà 10), cui vengono impressi spo-

stamenti incrementali (a controllo di spostamento) sull’estremità 

destra della barra in acciaio (nodo j, grado di libertà 6), con risultati 

fino alla fase di incipiente formazione della fessura discreta. 
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Il modello studiato è rappresentato fisicamente nella Figura 6.40, 

la quale mostra le condizioni di vincolo e di spostamento incrementale 

impresso. 

 
Figura 6.40: Provino relativo al Caso di Studio 3° - Modello C. 

Il modello meccanico del Caso 3° è riportato nella Figura 6.41, che 

illustra la scelta dei gradi di libertà e le condizioni di vincolo dell’ele-

mento di tipo uncracked. 
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Figura 6.41: Modello meccanico del Caso di Studio 3° - Modello C. 

Per le caratteristiche geometriche e meccaniche del provino si sono 

utilizzati i seguenti valori: LSPE = 1000 mm, b = 300 mm, h = 400 mm, c 

= 50 mm, ST = SC = 14 mm ed nfst = nfsc = 3. 

La geometria dell’elemento, così scelta, corrisponde ad una percen-

tuale geometrica di armatura pari a ST = SC = 2.81%. 

Le caratteristiche meccaniche dei materiali base (acciaio e calce-

struzzo) scelti per il provino sono riportate nella Tabella 6.9 

Tabella 6.9: Parametri meccanici materiali base. 

ACCIAIO 

fy 460 MPa 

ES 210000 MPa 

ESH 10000 MPa 

CALCESTRUZZO 

fCK 22.95 MPa 

EC 29000 MPa 

fCT 3.10 MPa 
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GF 0.086 Nmm/mmq 

 

I parametri che descrivono il legame costitutivo dell’interfaccia tra i 

materiali base sono riportati nella Tabella 6.10. 

Tabella 6.10: Parametri meccanici interfaccia. 

INTERFACCIA 

ACCIAIO - CALCESTRUZZO 

τMAX 12.65 MPa 

S1 1.0 mm 

S2 3.0 mm 

S3 50.0 mm 

 

L’analisi è stata spinta fino alla fase di incipiente formazione della 

prima fessura; essendo il modello di tipo simmetrico, la prima fessura si 

forma nella sezione di mezzeria dell’elemento. 

Il modello meccanico del Caso 3° nelle condizioni di attivazione 

dell’interfaccia immersa nel calcestruzzo è riportato nella Figura 6.42, 

che illustra la scelta dei gradi di libertà e le condizioni di vincolo del-

l’elemento di tipo cracked. 
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Figura 6.42: Modello meccanico del Caso di Studio 3° - Modello C cracked. 

Nel processo incrementale, in cui è stato previsto un incremento 

monotono degli spostamenti del nodo j della fibra di acciaio inferiore, 

con ΔUSTj pari a 0,003 mm, si sono ottenuti tramite l’algoritmo proposto 

i campi di spostamento delle fibre di acciaio UST e USC e del calcestruzzo 

UC, determinando, inoltre, i relativi scorrimenti. 

Nelle Figure 6.43 e 6.44 è, quindi, possibile osservare alcuni risul-

tati preliminari circa il comporamento dell’elemento monodimensionale 

soggetto a flessione, con particolare riferimento alle curvature ed alle 

tensioni nel calcestruzzo che portano alla incipiente formazione della 

prima frattura. 
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Figura 6.43: Curvatura (x) (mm-1). 

 
Figura 6.44: Tensione nella fibra inferiore del calcestruzzo 

C(x,-h/2) (mm). 

Dall’equilibrio nella sezione, è stata ricavata la legge del momento 

flettente lungo l’ascissa x del sistema di riferimento scelto per l’ele-

mento e la stessa può scriversi come segue: 

 
C C ST ST SC SC

( ) ( ) ( ) ( )sf sfM x E I x A x y A x y    . 6.1 

Nella Figura 6.45 viene riportato il grafico del momento flettente 
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ad uno dei passi incrementali; in esso si può notare come, nonostante la 

curvatura e la tensione di trazione nella fibra inferiore del calcestruzzo 

presentino un valore massimo nella sezione di mezzeria dell’elemento, il 

momento flettente, calcolato con la (6.1) in accordo con l’equilibrio delle 

forze in gioco, si presenta costante lungo in tutte le sezioni. 

 
Figura 6.45: Momento flettente M(x) (Nmm). 

Le Figure 6.46 e 6.47 mostrano rispettivamente i diagrammi della rotazio-

ne e dello spostamento verticale al passo di carico/spostamento scelto. 

 
Figura 6.46: Rotazione (x) (mm). 
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Figura 6.47: Spostamento verticale V(x) (mm). 

Inoltre, le Figure 6.48, 6.49 e 6.50 mostrano, in via esemplificativa, 

rispettivamente i diagrammi della tensione di trazione nella barra in 

acciaio inferiore, di quella di compressione nella barra superiore e la 

tensione normale del calcestruzzo nella fibra baricentrica della sezione 

ad uno dei passi di carico/spostamento. 

 
Figura 6.48: Tensioni nell’acciaio ST(x) (MPa). 
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Figura 6.49: Tensioni nell’acciaio SC(x) (MPa). 

 
Figura 6.50: Tensioni nel calcestruzzo CO(x) (MPa). 

Infine, le Figure 6.51 e 6.52 mostrano, sempre in via esemplificati-

va, rispettivamente i diagrammi della tensione di aderenza nella barra 

in acciaio inferiore e del corrispondente scorrimento con il calcestruzzo, 

ad uno dei passo di carico/spostamento. 
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Figura 6.51: Tensioni di aderenza τT(x) (MPa). 

 
Figura 6.52: Scorrimento ST(x) (mm). 

6.4. Considerazioni sulla convergenza 

Negli esempi svolti in questa tesi, l’orientazione della fessura, una volta 

che si è attivata all’interno del singolo elemento, è stata considerata di 
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tipo fisso. Come è noto tale formulazione a frattura fissa (fixed crack), 

può comportare problemi di convergenza.  

Nei casi analizzati il predetto problema non si è verificato, ma tale 

aspetto computazionale deve essere indagato in modo più approfondito 

al fine di migliorare eventualmente gli algoritmi di calcolo realizzati. 

Come indicato nel paragrafo precedente, nel caso di provino mono-

assiale soggetto a trazione, la dipendenza dalla discretizzazione è ap-

parsa solo con l’utilizzo di funzioni interpolanti di tipo lineare, per e-

sempio già a partire da una discretizzazione con meno di cinque ele-

menti. 

Se si utilizzano, invece, funzioni interpolanti di tipo esponenziale, 

la risposta non varia con l’infittimento della discretizzazione, ponendosi 

in risalto in questo caso l’indipendenza dalla mesh. 

È possibile dedurre, in tal caso, che l’utilizzo di funzioni interpolan-

ti legate alla specifica tipologia del problema, nate ad esempio da solu-

zioni esatte del problema dell’equilibrio ancorchè in forma approssima-

ta mediante linearizzazione, producono come risultato fondamentale un 

aumento della velocità di convergenza. 

Avendo comunque scelto di utilizzare, nella soluzione del problema 

non lineare, il Metodo di Newton - Raphson modificato, è stata in effetti 

osservata una velocità di convergenza, calcolata generalmente sulla 

norma dei residui delle forze, più lenta e di tipo asintotica lineare e non 

quadratica come la forma classica del Metodo; con tale scelta sono state, 

però, eliminate alcune problematiche tipiche del predetto metodo classi-

co. 

Riassumendo, nonostante in linea generale la convergenza del Me-

todo non è garantita in ogni circostanza, essa si verifica normalmente 

se il vettore di partenza (spostamenti) non è molto discosto dalla solu-

zione e ciò si può conseguire suddividendo la storia di carico in interval-

li di ampiezza non eccessiva, in maniera tale che la prima iterazione 

rappresenti già una ragionevole approssimazione del valore finale; in 

tal caso, può essere sufficiente calcolare la matrice di rigidezza tangen-

te all’inizio del passo e mantenerla costante al suo interno. 

Attraverso l’esame dei risultati ottenuti nei paragrafi precedenti ed 

il confronto con quelli tratti dall’uso di funzioni interpolanti lineari, è 
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stato possibile notare come le tensioni nella barra di acciaio ottenute 

con le funzioni esponenziali siano continue solo in C1 all’interfaccia, 

proprio per le scelte effettuate nel modello trattato. È possibile osserva-

re, inoltre, che l’equilibrio al contorno dell’elemento non risulta soddi-

sfatto, proprio per le peculiarità tipiche degli approcci ad elementi finiti 

e le approssimazioni che nascono con il loro uso. 

6.5. Considerazioni preliminari sulla stabi-

lità della frattura 

Nel caso del provino simmetrico di cui al Modello A di lunghezza Lelem 

pari a 750 mm (v. Figura 6.53), fissati i seguenti dati (caratteristiche 

geometriche e meccaniche del modello): 

S

C

E
n

E
    -   S

C

A

A
     -   S   -   GF   -   fCT 

 
Figura 6.53: Schema di provino simmetrico. 

in un’analisi non lineare a controllo di spostamento, dalla fase non fes-

surata in Figura 6.3 a quella fessurata in Figura 6.4, si è notata la for-

mazione di tre cracks a distanza di Lelem / 4 = 187.5 mm; ne segue che 

l’elemento che permette la formazione di un crack in mezzeria ha le se-

guenti caratteristiche: 

L1elem = Lelem / 2 = 375 mm. 
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In un provino con le suddette caratteristiche, in ambito di analisi 

lineare od incrementale linearizzata nel passo, il parametro  nel lega-

me proposto nel presente lavoro e riportato nel paragrafo 3.5.1., caso 

del ramo ascendente nel legame -S, può scriversi come: 

 1O S

S S

2 0
G

n
E A

 


      essendo   

0

O init

( )

[ ( )]
( )

S x

G G S x
S x





 


 

Sempre in tale caso lineare, consideriamo il grado di libertà 7 

(spostamento del calcestruzzo al primo estremo del secondo tratto del 

provino con zona di processo attivata) del sistema assemblato a sette 

gradi di libertà, nella sequenza utilizzata (separazione fra gradi di 

libertà esterni ed interni per la succesiva condensazione statica). 

In tale caso il contributo di rigidezza del secondo tratto di provino 

con zona di processo attivata presenta un valore massimo e può scri-

versi nella forma seguente: 

1 1IITR
22

1 1

K
( ) tanh( )n L L


  

 
  

  

   essendo   
1

S S
E A

n








, 

mentre, il contributo di rigidezza contributo di rigidezza della molla non 

lineare assume un valore minimo (con segno segno negativo) e può 

scriversi nella forma seguente: 

2
C CT

F

NLS
CTK

A f

G
  . 

Il termine K77 della matrice di rigidezza globale non condensata, 

quale somma dei due predetti contributi e che per il suo significato 

fisico deve essere positivo, assume la forma seguente: 

2
1 1

0C CT

F

GT IITR NLS
77 22 CT

1 1

K K K
( ) tanh( )

A f

n L L G


  

 
      

  

. 

Tale condizione di positività ha il significato di una Condizione di 

Stabilità della Frattura secondo la teoria di Griffith (1921). 

La condizione di annullamento del termine K77 della matrice di 

rigidezza globale tangente permette la determinazione del massimo va-

lore della lunghezza del provino per la quale è possibile la formazione di 

una zona di processo ed un successivo crack nella sezione di mezzeria. 
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2
1 1

0C CT

F

GT IITR NLS
77 22 CT

1 1

K K K
( ) tanh( )

A f

n L L G


  

 
      

  

. 

Dopo alcuni passaggi, si ottiene la seguente equazione: 

 
1

1 0
CH

1
1

1

( )
( )

tanh( )

Ln
L n

L L


 

 


    6.2 

nella quale è stata indicata con 

2

C F

CH

CT

E G
L

f
 . 

la cosiddetta Lunghezza Caratteristica. 

Introducendo i valori numerici nei dati del modello (caratteristiche 

geometriche e meccaniche), la soluzione in forma numerica dell’equa-

zione (6.2) conduce al seguente risultato: 

1 376.86mmL  , 

che rappresenta un valore in linea con quello determinato attraverso 

l’analisi non lineare condotta nell’applicazione al provino simmetrico di 

cui al modello A. 

Nella Figura 6.54 viene presentata una analogia con un modello 

semplificato di solo calcestruzzo, che rappresenta una condizione di e-

quilibrio appena dopo l’attivazione del processo di frattura coesiva. 

Una perturbazione dalla condizione di equilibrio permette la carat-

terizzazione delle condizioni che definiscono lo stato di stabilità della 

frattura, in analogia con la teoria di Griffith (1921), ma tale aspetto de-

ve essere indagato in modo più approfondito al fine di migliorarne 

l’adattabilità al concetto di lunghezza interna caratteristica nella fessu-

razione. 
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Figura 6.54: Modello semplificato. 

 



 

 

Conclusioni 

Il modello a fratture discrete proposto per l’analisi non lineare di strut-

ture in conglomerato cementizio armato, includenti il fenomeno dell’a-

derenza - scorrimento tra l’acciaio ed il calcestruzzo, si è mostrato ido-

neo ad essere sviluppato ed implementato nel contesto teorico del-

l’approccio alle discontinuità forti (SDA) dal punto di vista cinematico, 

del metodo degli elementi con discontinuità immerse (EED) dal punto 

di vista numerico e del modello di attivazione dell’interfaccia di tipo co-

esiva (CCM) dal punto di vista costitutivo. 

Gli elementi finiti monodimensionali con discontinuità nel campo di 

spostamento del calcestruzzo, basati sulle ipotesi di trave di Eulero-

Bernoulli, di assenza di flessione deviata, di piccoli spostamenti e di 

piccoli gradienti di spostamento ed, infine, di interazione parziale accia-

io - calcestruzzo secondo il modello di Newmark et al. (1951) ai fini del-

la soluzione delle equazioni di equilibrio del problema, sono stati in 

grado di simulare il comportamento di tiranti e travi in conglomerato 

armato, interessati dal fenomeno della formazione di fessure discrete 

nel calcestruzzo. 

La legge che lega le tensioni all’interfaccia di discontinuità al salto 

di spostamento è stata introdotta in maniera esplicita e gli elementi fi-

niti sono stati implementati secondo una strategia numerica facente 

uso della tecnica di condensazione statica. 

Tra i vantaggi della strategia numerica impiegata è possibile evide-

ziare che non è richiesta una conoscenza a priori della posizione della 

fessura o l’uso di tecniche di remeshing, può essere escluso l’impiego di 

una elasticità fittizia iniziale nella legge trazione - separazione che go-

verna l’interfaccia di discontinuità e non è richiesta la necessità di in-

trodurre regole di integrazione ad hoc. 
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L’approccio adottato ha permesso di ricreare in modo preciso il 

quadro fessurativo atteso degli elementi indagati, riuscendo a generare 

il modello discreto in maniera semplice. L’algoritmo numerico sviluppa-

to si è rivelato efficiente, consentendo di raggiungere la soluzione in po-

che iterazioni. 

Sono state condotte numerose analisi non lineari su diversi modelli 

di provini in differenti condizioni di vincolo, di carico e di fragilità del 

materiale calcestruzzo e si sono confrontati i risultati con i dati speri-

mentali tratti dalla letteratura, constatando la bontà della soluzione ot-

tenuta. 

Nel caso delle trave soggetta a flessione, con sezione armata a dop-

pia armatura, il modello di interazione parziale acciaio - calcestruzzo è 

stato sviluppato in forma analitica secondo un approccio alla Newmark; 

sono state svolte alcune applicazioni numeriche con lo scopo di validare 

il modello. 

Sono state, inoltre, presentate alcune osservazioni e considerazioni 

preliminari sulla stabilità della frattura secondo la teoria di Griffith, 

basata sulle note considerazioni energetiche, che possono essere consi-

derate le basi storiche della meccanica della frattura. 

Il modello presentato appare, dunque, accurato nel cogliere in ma-

niera corretta il campo di spostamento e lo schema computazionale è 

apparso abbastanza robusto, nella sperimentazione numerica condotta 

in campo non lineare.  

La procedura e gli elementi finiti implementati sono stati validati 

mediante confronti con risultati noti in letteratura e con quelli di prove 

sperimentali standard tratte dalla stessa letteratura ed impiegate clas-

sicamente nell’ambito dello studio del fenomeno della fessurazione e 

della meccanica della frattura. 

Si è osservato un buon accordo fra i risultati numerici del modello e 

quelli riportati in letteratura, con un modesto onere computazionale e 

tale accordo con i risultati sperimentali lascia prevedere interessanti 

sviluppi anche per la modellazione delle strutture inflesse. 

È stata intrapresa l'estensione del modello agli elementi soggetti a 

flessione, che possono essere modellati anche con un solo elemento e la 

fessura può nascere in una sezione non definita a priori. 
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Gli obbiettivi futuri della ricerca possono essere volti alla modella-

zione del contributo degli inerti in corrispondenza delle fessure, del tra-

sferimento delle tensioni da calcestruzzo fessurato ad acciaio snervato e 

dell’effetto di fenomeni dipendenti dal tempo, quali ritiro, viscosità e 

variazioni di temperatura, oltre all'estensione del modello ad elementi 

bi e tri dimensionali, includendo anche gli effetti del taglio. 

 

 





 

 

APPENDICE A 

PRINCIPIO DEI LAVORI VIR-

TUALI E SISTEMA DI EQUAZIONI 

DIFFERENZIALI 

A.1 Il Principio dei Lavori Virtuali per la 

scrittura delle equazioni di equilibrio 

Gli elementi monodimensionali compositi tra due fessure o tra due nodi 

in cui lo scorrimento sia nullo (armatura efficacemente ancorata), de-

scritti nel capitolo 3., risultano formati da una matrice in calcestruzzo 

con immerse barre in acciaio e sono stati denominati EFE-TM (Elemen-

tary Finite Element - Tension Member) ed EFE-FM (Elementary Finite 

Element - Flexural Member). 

Per tali elementi di lunghezza L, come genericamente per ogni con-

tinuo elastico, con le notazioni contenute ai paragrafi 3.1., 3.5.1. e 

3.5.2., a partire dagli schemi definiti per il DE-TM (Differential Ele-

ment - Tensional Member) ed il DE-FM (Differential Element - Flexural 

Member), adottando, ove possibile, la notazione classica della meccani-

ca strutturale, può applicarsi il Principio dei Lavori Virtuali per la 
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scrittura delle equazioni di equilibrio che governano il problema. 

Per i sistemi elastici considerati, il Lavoro Virtuale interno può cal-

colarsi come 

0 0 0
C C S S S S S

C
i i i i i

nfs nfs

Vint i i

i 1 i 1

L
L L L

A
dA dx A dx s s dx    

 

 
       

 
      

essendo nfs il numero delle barre di armatura in acciaio; nella predetta 

espressione del Lavoro Virtuale interno, il primo termine rappresenta il 

contributo del calcestruzzo, il secondo quello dell’acciaio ed il terzo il 

contributo dell’interfaccia tra acciaio e calcestruzzo. 

Il Lavoro Virtuale esterno, da eguagliare al precedente Lavoro Vir-

tuale interno per ogni variazione di configurazione ammissibile (spo-

stamento virtuale), andrà calcolato come somma dei contributi del lavo-

ro delle forze di volume, di quelle di superficie e delle distorsioni di va-

ria natura, per ottenere dalla predetta uguaglianza le condizioni di e-

quilibrio ed i relativi operatori che le descrivono. 

A.1.1. L’elemento monodimensionale soggetto a 

trazione 

Nel caso di tirante soggetto a trazione di lunghezza L, l’elemento mono-

dimensionale descritto nel capitolo 3., risulta formato da una matrice in 

calcestruzzo con immerse barre in acciaio ed è stato denominato EFE-

TM (Elementary Finite Element - Tensional Member). 

Come già indicato al paragrafo 3.5.1 ed utilizzando le stesse nota-

zioni in esso contenute e che qui parzialmente si riportano, il sistema di 

riferimento viene scelto con asse x congiungente i due nodi i e j e con o-

rigine nel baricentro della sezione di calcestruzzo interamente reagente. 

Il calcestruzzo viene considerato interamente reagente ed elastico 

lineare a trazione e compressione, con segno delle tensioni di trazione 

positivo. 

L’acciaio posto in posizione baricentrica della sezione in calcestruz-

zo (immerso cioè nel cilindro cavo della sezione di calcestruzzo), che ri-

sulta teso nel caso di sforzo normale di trazione, presenta una sezione 

di area AS delimitata da una curva di lunghezza S e con il baricentro di 

AS coincidente, dunque, con l’origine del sistema di riferimento. 
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A partire dallo schema definito per il DE-TM (Differential Element 

- Tension Member) riportato nella Figura 3.4, adottando, ove possibile, 

la notazione classica della meccanica strutturale ed applicando il Prin-

cipio dei Lavori Virtuali, l’espressione del Lavoro Virtuale interno che 

governa il problema può essere scritta nella forma seguente. 

Posto 

C
( )u x  (spostamento orizzontale del generico punto della 

sezione in calcestruzzo) 

S
( )u x  (spostamento orizzontale della barra in acciaio) 

S C
( ) ( ) ( )s x u x u x   (scorrimento interfaccia calcestruzzo - acciaio) 

C C
( ) ( )x u x

x






 
(deformazione nel generico punto della sezione in 

calcestruzzo) 

S S
( ) ( )x u x

x






 (deformazione nell’acciaio) 

C C C
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nel generico punto della sezione in calce-

struzzo) 

S S S
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nell’acciaio) 

O
( ) ( )s x G s x      (tensione di aderenza all’interfaccia calcestruzzo - 

acciaio) 

essendo 
C

E  il modulo di elasticità normale del calcestruzzo, 
S

E  il modu-

lo di elasticità normale dell’acciaio e 
O

G  il modulo di elasticità tangen-

ziale iniziale dell’interfaccia, può calcolarsi il Lavoro Virtuale interno 

0 0 0
C C S S S S

C
i i i i

nfs nfs

Vint i i i

i 1 i 1

L
L L L

A
dA dx A dx s s dx    

 

 
       

 
      

essendo nfs il numero delle barre di armatura in acciaio; sostituendo le 

relazioni cinematiche e costitutive precedenti, tale lavoro può scriversi 

nella forma: 
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0

0

0

C C C

C

S S S S

S O S C S C

i i i

i i i

Vint

nfs

i 1

nfs

i 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

L
L

L

L

A
E u x u x dA dx

x x

A E u x u x dx
x x

G u x u x u x u x dx





     
      

      

     
      

      

             

 

 

 

 

e nel caso di nfs = 1 (concentrazione delle barre di armatura) e di sezio-

ne in calcestruzzo di area AC costante lungo l’ascissa x, si ottiene 

0

0

0

C C C C

S S S S

S O S C S C

Vint ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

L
L

L

L

E A u x u x dx
x x

E A u x u x dx
x x

G u x u x u x u x dx

    
     

    

    
     

    

          







 

A.1.2. L’elemento monodimensionale soggetto a 

flessione 

Nel caso di trave a doppia armatura soggetta a flessione di lunghezza L, 

l’elemento monodimensionale descritto nel capitolo 3., risulta formato 

da una matrice in calcestruzzo con immerse barre in acciaio ed è stato 

denominato EFE-FM (Elementary Finite Element - Flexural Member). 

Come già indicato al paragrafo 3.5.2. ed utilizzando le stesse nota-

zioni in esso contenute e che qui parzialmente si riportano, il sistema di 

riferimento viene scelto con asse x congiungente i due nodi i e j e con o-

rigine nel baricentro della sezione di calcestruzzo interamente reagente, 

l’asse y appartenente al piano di simmetria della sezione e rivolto verso 

l’alto e l’asse z uscente dal piano che contiene gli altri due. 

Il calcestruzzo viene considerato interamente reagente ed elastico 

lineare a trazione e compressione, con segno delle tensioni di trazione 

positivo. 

Con riferimento alla Figura 3.9, l’acciaio prossimo al bordo inferiore 

(T), che risulta teso nel caso di momento flettente positivo, presenta 

una sezione di area AST delimitata da una curva di lunghezza ST e con 
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il baricentro di AST distante c dal bordo inferiore e sfy  dall’origine del si-

stema di riferimento; quello prossimo al bordo superiore (C), che risulta 

compresso nel caso di momento flettente positivo, per analogia dei sim-

boli utilizzati prima, presenta una sezione di area ASC delimitata da una 

curva di lunghezza SC e con il baricentro di ASC distante c dal bordo su-

periore e sfy  dall’origine del sistema di riferimento. 

A partire dallo schema definito per il DE-FM (Differential Element 

- Flexural Member), adottando, ove possibile, la notazione classica della 

meccanica strutturale ed applicando il Principio dei Lavori Virtuali, 

l’espressione del Lavoro Virtuale interno che governa il problema può 

essere scritta nella forma seguente. 

Posto 

CO
( )u x  (spostamento orizzontale del baricen-

tro della sezione in calcestruzzo) 

( , ) ( )v x y v x  (spostamento verticale della sezione in 

calcestruzzo armato - composito) 

( ) ( )x v x
x







 
(rotazione della sezione in calcestruz-

zo armato - composito) 

C CO
( , ) ( ) ( )u x y u x x y   (spostamento orizzontale del generico 

punto della sezione in calcestruzzo) 

ST ST
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra 

in acciaio inferiore) 

SC SC
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra 

in acciaio superiore) 

T ST C
( ) ( ) ( , )sfs x u x u x y    (scorrimento interfaccia calcestruzzo - 

acciaio inferiore) 

per cui  

T ST CO
( ) ( ) ( ) ( ) sfs x u x u x x y     

C SC CO
( ) ( ) ( , )sfs x u x u x y   (scorrimento interfaccia calcestruzzo - 

acciaio superiore) 

per cui  

C SC CO
( ) ( ) ( ) ( ) sfs x u x u x x y     

CO CO
( ) ( )x u x

x






 
(deformazione calcestruzzo nel bari-

centro sezione) 

2

2
( ) ( ) ( )x x v x

x x
 

 
 
 

 
(curvatura nella sezione in calcestruz-

zo armato - composito) 

C CO
( , ) ( ) ( )x y x x y     (deformazione nel generico punto del-

la sezione in calcestruzzo) 
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ST ST
( , ) ( )x y u x

x






 (deformazione nell’acciaio inferiore) 

SC SC
( , ) ( )x y u x

x






 (deformazione nell’acciaio superiore) 

C C CO
( , ) ( ) ( )x y E u x x y

x x
 

  
  

  
 (tensione nel generico punto della se-

zione in calcestruzzo) 

ST S ST
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nell’acciaio inferiore) 

SC S SC
( ) ( )x E u x

x


 
  

 
 (tensione nell’acciaio superiore) 

T T O T
( ) ( )s x G s x      (tensione di aderenza all’interfaccia  

calcestruzzo - acciaio inferiore) 

C C O C
( ) ( )s x G s x      (tensione di aderenza all’interfaccia  

calcestruzzo - acciaio superiore) 

essendo 
C

E  il modulo di elasticità normale del calcestruzzo, 
S

E  il modu-

lo di elasticità normale dell’acciaio e 
O

G  il modulo di elasticità tangen-

ziale iniziale dell’interfaccia, può calcolarsi il Lavoro Virtuale interno 

0 0 0

0 0

C C ST ST ST SC SC SC

C

ST T T T C C C C

i i i i i i

i i i i i i i i

nft nfc

Vint

i 1 i 1

nft nfc

i 1 i 1

L
L L L

L L

A
dA dx A dx A dx

s s dx s s dx

     

 

 

 

 
    

 

      
   

    

  

 

essendo nft il numero delle barre di armatura in acciaio inferiore e nfc 

il numero delle barre di armatura in acciaio superiore; sostituendo le 

relazioni cinematiche e costitutive precedenti, tale lavoro può scriversi 

nella forma: 
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2 2

2 2
0

0

0

C CO CO

C

ST S ST ST

SC S SC SC

i i i

i i i

Vint

nft

i 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

L
L

L

L

A
E u x v x y u x v x y dA dx

x xx x

A E u x u x dx
x x

A E u x u x dx
x x



       
        

          

     
      

      

     
     

     

 

 



0

0

ST O ST CO

ST CO

SC O SC CO

SC CO

i i

i

i i

i

nfc

i 1

nft

i 1

nfc

i 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

L

sf

sf

L

sf

sf

G u x u x y v x
x

u x u x y v x dx
x

G u x u x y v x
x

u x u x y v x dx
x










  
      

 

 
    

  

  
      

 

 
    

  



 

 

 

e nel caso di nft = nfc = 1 (concentrazione delle barre di armatura supe-

riori ed inferiori) e di sezione in calcestruzzo di area AC costante lungo 

l’ascissa x, si ottiene 
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2 2

2 2
0

0

0

0

C C CO CO C

S ST ST ST

S SC SC SC

ST O ST CO

ST

Vint ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(

L
L

L

L

L

sf

E A u x u x I v x v x dx
x x x x

E A u x u x dx
x x

E A u x u x dx
x x

G u x u x y v x
x

u x

    
   

     

    
     

    

    
     

    

 
     

 











0

CO

SC O SC CO

SC CO

) ( ) ( )

Φ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

sf

L

sf

sf

u x y v x dx
x

G u x u x y v x
x

u x u x y v x dx
x

 
   

 

 
    

 

 
   

 



 

A.2 Sistema di equazioni differenziali nel 

problema dell’equilibrio 

Attraverso la scrittura delle equazioni dei Lavori Virtuali, esplicitate 

per l’elemento monodimensionale soggetto a trazione nel precedente pa-

ragrafo A.1.1. e per l’elemento monodimensionale soggetto a flessione 

nel precedente paragrafo A.1.2., applicando il metodo di integrazione 

per parti e raccogliendo i termini rispetto ai fattori comuni rappresen-

tati dalle funzioni di spostamento generalizzato virtuali, si ottengono i 

sistemi di equazioni differenziali del secondo e del quarto ordine in 

termini di scorrimenti e spostamenti, che rappresentano le equazioni di 

equilibrio alla traslazione delle barre in acciaio e del concio in calce-

struzzo e nel caso della flessione quella alla rotazione rispetto all’asse z. 
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A.2.1. L’elemento monodimensionale soggetto a 

trazione 

Nel caso dell’elemento monodimensionale soggetto a trazione, proce-

dendo come indicato al paragrafo precedente, si ottiene il sistema di e-

quazioni differenziali del secondo ordine in termini di scorrimenti e 

spostamenti, che rappresentano le equazioni di equilibrio alla trasla-

zione delle barre in acciaio e del concio in calcestruzzo: 

2

2

2

2

0

0

S S S S O

C C C S O

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

E A u x G s x
x

E A u x G s x
x

 
  

 



  

 

 A.1 

con le condizioni al contorno cinematiche o le duali in termini di energi-

a, che di seguito si scrivono: 

0
0

0
0

S S S S

C C C C

( ) oppure ( ) (1)

( ) oppure ( ) (2)

L
L

L
L

E A u x u x
x

E A u x u x
x












 


 A.2 

L’integrazione del precedente sistema di equazioni differenziali 

conduce alle soluzioni in termini di spostamenti a partire dalla funzione 

di scorrimento. 

Ponendo 

S

C

E
n

E
  (rapporto moduli di elasticità normale acciaio e 

calcestruzzo) 

S

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio e calcestruzzo) 

 C C i C
q x q q x   (carico variabile linearmente applicato sulla super-

ficie laterale del calcestruzzo) 

e, tenuto conto che, per le definizioni contenute nel modello cinematico, 

valgono le relazioni 

C C
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale del generico punto della 

sezione in calcestruzzo) 
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S S
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra in acciaio) 

S C
( ) ( ) ( )s x u x u x   (scorrimento interfaccia calcestruzzo - acciaio) 

e del legame costitutivo lineare a tratti dell’interfaccia tra acciaio e cal-

cestruzzo: 

O
( ) ( )s x G s x      

si ottiene l’equazione differenziale risolvente del secondo ordine in ter-

mini di scorrimento: 

2

2
0C C

C C

2

2
( ) ( )

( )D q x
s x s x

x E A







  


 

che può essere riscritta come 

2

2
02( ) ( )s x s x x

x
  


   


 

in cui 

 1O S

S S

2 0
G

n
E A

 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

C C

C C

D q

E A





  (Dc = diametro cilindro di calcestruzzo - matrice) 

C i C

C C S

q D

E A D
   (Ds = diametro barra in acciaio - fibra). 

Per quest’ultima, la soluzione, che risulta composta dalla somma 

dell’integrale generale dell’omogenea associata e di una soluzione parti-

colare della non omogenea originaria, può scriversi nella forma: 

1 2 2 2
( ) c cx xs x e e x   

 

     A.3 

L’integrazione del precedente originario sistema di equazioni diffe-

renziali conduce alle seguenti soluzioni in termini di spostamenti a par-

tire dalla funzione di scorrimento. 

3 2
S 1 2 3 4

1
( ) c c c c

1 6 2

x xu x e e x x x
n

   



 
      

  
 A.4 



PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI E SISTEMA DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 281 

2
3

2
2

1

C C

C 1 2

S O

C C i

5 6

S O

1
( ) c c

6

1
c c

2

D qn x xu x e e x
n D G

D q
x x

D G

  








  
      

    

 
    
   

 A.5 

A.2.2. L’elemento monodimensionale soggetto a 

flessione 

Attraverso la scrittura dell’equazione dei Lavori Virtuali, esplicitata per 

l’elemento monodimensionale soggetto a flessione nel precedente para-

grafo A.1.2., applicando il metodo di integrazione per parti e raccoglien-

do i termini rispetto ai fattori comuni rappresentati dalle funzioni di 

spostamento generalizzato virtuali, si ottiene il sistema di equazioni 

differenziali del secondo e del quarto ordine in termini di scorrimenti e 

spostamenti, che rappresentano le equazioni di equilibrio alla trasla-

zione delle barre in acciaio e del concio in calcestruzzo ed alla rotazione 

rispetto all’asse z: 

2

2

2

2

2

2

4

4

0

0

0

0

S ST ST ST O T

S SC SC SC O C

C C CO ST O T SC O C

C C ST O T SC O C

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

( ) ( ) ( ) (3)

( ) ( ) ( ) (4)sf sf

E A u x G s x
x

E A u x G s x
x

E A u x G s x G s x
x

E I v x G y s x G y s x
x xx

 
  


 
   
 



    

 

   

   
 

 A.6 

con le condizioni al contorno cinematiche o le duali in termini di energi-

a, che di seguito si scrivono: 
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0
0

0
0

0
0

2

2

00

3

3 0

0

S ST ST ST

S SC SC SC

C C CO CO

C C

C C ST O T SC O C

( ) oppure ( ) (1)

( ) oppure ( ) (2)

( ) oppure ( ) (3)

( ) oppure ( ) (4)

( ) ( ) ( ) oppure ( ) (5)

L
L

L
L

L
L

L L

L

L

sf sf

E A u x u x
x

E A u x u x
x

E A u x u x
x

E I v x v x
xx

E I v x G y s x G y s x v x
x














 

 




    























  A.7 

L’integrazione del precedente sistema di equazioni differenziali 

conduce alle soluzioni in termini di spostamenti e rotazioni a partire 

dalle funzioni di scorrimento. 

Ponendo 

S

C

E
n

E
  (rapporto moduli di elasticità normale acciaio e 

calcestruzzo) 

ST

T

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio inferiore e calcestruzzo) 

SC

C

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio superiore e calcestruzzo) 

T T
n   (rapporto meccanico aree di acciaio inferiore e cal-

cestruzzo) 

C C
n   (rapporto meccanico aree di acciaio superiore e 

calcestruzzo) 
2

ST

T

C

sfn A y

I
   

(rapporto momenti di inerzia acciaio inferiore 

 omogeneizzato e calcestruzzo) 
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2
SC

C

C

sfn A y

I
   

(rapporto momenti di inerzia acciaio superiore  

omogeneizzato e calcestruzzo) 

 1 2O ST

T T

S ST

2 0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O SC

C C

S SC

2 0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O ST

ST T

S ST

0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O SC

SC C

S SC

0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

ST

S ST

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O SC

SC

S SC

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

CT

C C

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O SC

CC

C C

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

CT

C C

0
sfG y

E I



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O SC

CC

C C

0
sfG y

E I



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

o che è lo stesso 

 1 2
T ST T

2 0      

 1 2
C SC C

2 0      

 1 2
ST ST T

0      

 1 2
SC SC C

0      

il sistema di equazioni differenziali di equilibrio può scriversi nella for-

ma: 



284 APPENDICE A 

 

2

2

2

2

2

2

4

4

0

0

0

0

ST ST T

SC SC C

CO CT T CC C

CT T CC C

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

( ) ( ) ( ) (3)

( ) ( ) ( ) (4)

u x s x
x

u x s x
x

u x s x s x
x

v x s x s x
x xx





 

 

 
 


 
  
 



  
 

   

  
 

 A.8 

e, tenuto conto che, per le definizioni contenute nel modello cinematico, 

valgono le relazioni 

 1

2
CO ST SC T C

( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x u x u x s x s x       A.9 

 1

2
ST SC T C

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
sf

v x x u x u x s x s x
x y




      
 A.10 

il sistema di equazioni differenziali di equilibrio può scriversi nella for-

ma: 

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2

2 2

0

0

0

ST ST

SC SC C

ST SC T C

CT T CC C

ST SC T C

CT

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) (3)

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

T

sf

u x s x
x

u x s x
x

u x u x s x s x
x x

s x s x

u x u x s x s x
x y x x

s





 




 




 



   
             

  

     
                

 0
T CC C
( ) ( ) (4)x s x





















  

 A.11 

il cui sistema risolvente in 
T
( )s x e 

C
( ),s x  ottenuto per sostituzione delle 

prime due equazioni nelle ultime due, si scrive come 
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2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 0

2 2 0

T C ST CT T SC CC C

T C ST CT T SC CC C

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )sf sf

s x s x s x s x
x x

s x s x y s x y s x
x x x

   

   

  
             


    

                  

 

ed, in definitiva 

2 2

2 2

2 2

2 2

0

0

T C T T C C

T C ST T SC C

2 2( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

s x s x s x s x
x x

s x s x s x s x
x x x

 

 

  
   

 


    
    

     

 A.12 

essendo, come è possibile verificare, 

2

2

2

2

T ST CT

C SC CC

ST ST CT

SC SC CC

2

2

sf

sf

y

y

  

  

  

  

  


  


  




 

 A.13 

Integrando la seconda equazione del sistema precedente, questo as-

sumerà la forma seguente 
2 2

2 2

2 2

2 2

0
T C T T C C

T C ST T SC C 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) c

s x s x s x s x
x x

s x s x s x s x
x x

 

 

  
   

 

 

   
 

 

in cui 
1

c  rappresenta la prima costante di integrazione. 

Quest’ultimo sistema può essere risolto mediante somma e sottra-

zione membro a membro delle due equazioni che lo costituiscono e suc-

cessive sostituzioni, fino ad ottenere un’equazione risolvente del quarto 

ordine non omogenea del tipo seguente: 
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4 2

4 2
2

T T ST SC C T T SC C ST T C 1

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) c 0s x s x s x
x x

        
           

    

Per quest’ultima, la soluzione, che risulta composta dalla somma 

dell’integrale generale dell’omogenea associata e di una soluzione parti-

colare della non omogenea originaria, può scriversi nella forma seguen-

te 

C 1 1 1 2 2

T 2 3 4 5

T SC C ST

2

2 2

c
( ) c c c c

x x x x
s x e e e e

   

   

 
     


 A.14 

essendo, come è possibile verificare, 

2

2

8

8

1
T ST SC C T ST SC C T SC C ST

T ST SC C T ST SC C T SC C ST

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

1

2

1

2

            

            

   
         

      

   
         

      

 A.15 

Per sostituzione della funzione 
T
( )s x  nella rimanente equazione dif-

ferenziale del sistema risolvente, è possibile integrare quest’ultima ot-

tenendo la soluzione: 

 

   

 

1 T ST
T 1

C 1 2

T SC C ST C SC

1 T ST 2 T ST
1 2

3 4

C SC C SC

2 T ST
2

5

C SC

2 2
2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2
( ) c c

2 2
c c

2
c

x
s x e

x x
e e

x
e



 



  

     

     

   

  

 





 
  

 

   
  

 

 




 A.16 

ed integrando il sistema di equazioni differenziali originario completo è 

possibile ricavare le funzioni di spostamento generalizzato: 

ST C ST ST1 1

ST 1 2 3

T SC C ST 1 1

ST ST2 2

4 5 6 7

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

 1
( ) c c c

2

c c c c

x x x
u x e e

x x
e e x

 

 

   

     

 

 





    


   

 A.17 
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1 T ST
SC T SC 1

SC 1 2

T SC C ST 1 C SC

1 T ST 2 T ST
SC SC1 2

3 4

1 C SC 2 C SC

2 T ST
SC 2

5 8 9

2 C SC

2 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

21
( ) c c

2

2 2
c c

2
c c c

x x
u x e

x x
e e

x
e x



 



    

      

      

     

  

  





 
  

 

   
  

 

 
  



 A.18 

SC T ST C T C

CO 1

T SC C ST T SC C ST

ST 1 SC 1 1 T ST 1

2

1 1 C SC

ST 1 SC 1 1 T ST 1

3

1 1 C SC

S

4

2 2 2 22

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

1
( ) c

2 2

2 ( )1
c

2

2 ( )1
c

2

1
c

2

x
u x

x
e

x
e





     

       

      

   

      

   





  
   

   

    
    

  

    
    

  

 T 2 SC 2 2 T ST 2

2 2 C SC

ST 2 SC 2 2 T ST 2

5

2 2 C SC

6 7 8 9

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 ( )

2 ( )1
c

2

1 1 1 1
c c c c

2 2 2 2

x
e

x
e

x x





     

   

      

   


    

   
  

    
    

  

   

 A.19 
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1

2 2

1

2

1

2

SC T ST C T C

1

T SC C ST T SC C ST

ST 1 SC 1 1 T ST 1

2

1 1 C SC

ST 1 SC 1 1 T ST 1

3

1 1 C SC

2 2 2 22

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( ) c

2 ( )
c

2 ( )
c

sf

sf

sf

x
x

y

x
e

y

x
e

y





     


       

      

   

      

   



  
    

   

    
    

  

    
   

  

1

2

1

2

1 1 1 1

2 2 2 2

ST 2 SC 2 2 T ST 2

4

2 2 C SC

ST 2 SC 2 2 T ST 2

5

2 2 C SC

6 7 8 9

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 ( )
c

2 ( )
c

c c c c

sf

sf

sf sf sf sf

x
e

y

x
e

y

x x
y y y y





      

   

      

   





    
    

  

    
    

  

   

 A.20 

 

1

2 6

1

2

1

2

SC T ST C T C

1

T SC C ST T SC C ST

ST 1 SC 1 1 T ST 1

2

1 1 C SC

ST 1 SC 1 1 T ST

3

1 1 C SC

2 2 2 23

2 2 2 2

2 2 2 2

3 3 2

2 2 2 2

3 3 2

( ) c

2 ( )
c

2 ( )
c

sf

sf

sf

x
v x x

y

x
e

y

e
y





     

       

      

   

      

   



  
    

   

    
     

  

    
   

  

1

2

1

2

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1

ST 2 SC 2 2 T ST 2

4

2 2 C SC

ST 2 SC 2 2 T ST 2

5

2 2 C SC

6 7 8 9 10

2 2 2 2

3 3 2

2 2 2 2

3 3 2

2 2

2 ( )
c

2 ( )
c

c c c c c

sf

sf

sf sf sf sf

x

x
e

y

x
e

y

x x
x x

y y y y





      

   

      

   





    
     

  

    
    

  

    

 A.21 

Con riferimento alle Figura 3.11 e 3.12, nel caso limite di area di 

armatura superiore pari a zero (caso di sezione armata a semplice ar-

matura), le precedenti equazioni possono scriversi nella forma: 
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2

2

2

2

4

4

0

0

0

S ST ST ST O T

C C CO ST O T

C C ST O T

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

( ) ( ) (3)sf

E A u x G s x
x

E A u x G s x
x

E I v x G y s x
xx

 
  


 

  


  
  



 A.22 

con le condizioni al contorno cinematiche o le duali in termini di energi-

a, che di seguito si scrivono: 

0
0

0
0

2

2

00

3

3 0

0

S ST ST ST

C C CO CO

C C

C C ST O T

( ) oppure ( ) (1)

( ) oppure ( ) (2)

( ) oppure ( ) (3)

( ) ( ) oppure ( ) (4)

L
L

L
L

L L

L

L

sf

E A u x u x
x

E A u x u x
x

E I v x v x
xx

E I v x G y s x v x
x












 





 
 



 
  



 A.23 

L’integrazione del precedente sistema di equazioni differenziali 

conduce alle soluzioni in termini di spostamenti e rotazioni a partire 

dalla funzione di scorrimento. 

Ponendo 

S

C

E
n

E
  (rapporto moduli di elasticità normale acciaio e 

calcestruzzo) 

ST

T

C

A

A
   (rapporto aree di acciaio inferiore e calcestruzzo) 

T T
n   (rapporto meccanico aree di acciaio inferiore e cal-

cestruzzo) 
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2
ST

T

C

sfn A y

I
   

(rapporto momenti di inerzia acciaio inferiore 

 omogeneizzato e calcestruzzo) 

 1 2O ST

T T

S ST

2 0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

 1 2O ST

ST T

S ST

0
G

E A
 


    (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

ST

S ST

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

CT

C C

0
G

E A



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

O ST

CT

C C

0
sfG y

E I



   (caso ramo ascendente nel legame  - s) 

o che è lo stesso 

 1 2
T ST T

2 0      

 1 2
ST ST T

0      

il sistema di equazioni differenziali di equilibrio può scriversi nella for-

ma: 

2

2

2

2

4

4

0

0

0

ST ST T

CO CT T

CT T

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

( ) ( ) (3)

u x s x
x

u x s x
x

v x s x
xx







 
 


 

 


  
 



 A.24 

e, tenuto conto che, per le definizioni contenute nel modello cinematico, 

valgono le relazioni 

C CO
( , ) ( ) ( )u x y u x x y   (spostamento orizzontale del generico punto 

della sezione in calcestruzzo) 

ST ST
( , ) ( )u x y u x  (spostamento orizzontale della barra in ac-

ciaio inferiore) 

T ST C
( ) ( ) ( , )sfs x u x u x y    (scorrimento interfaccia calcestruzzo - accia-

io inferiore) 

per cui  

T ST CO
( ) ( ) ( ) ( ) sfs x u x u x x y     
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il sistema di equazioni differenziali di equilibrio può scriversi nella for-

ma: 

2

2

2

2

2

2

0

0

0

ST ST T

CO CT T

CT T

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

( ) ( ) (3)

u x s x
x

u x s x
x

x s x
x x





 

 
  







 




   
   
    

 A.25 

la cui equazione risolvente in 
T
( )s x , ottenuta per derivazione e sostitu-

zione, si scrive come 

2

2
0

T ST CT CT T
( ) ( )sfs x y s x

x x
  

  
         

 

ed, in definitiva 

2

2
0

2

T ST

T T

2

( ) ( )s x s x
x x

   
  

   

 A.26 

essendo, come è possibile verificare, 

2

T ST

ST CT CT

2

sfy
 

  


   . A.27 

Integrando la precedente equazione, questa assumerà la forma se-

guente 
2

2 2

T ST

T T 1

2

( ) ( ) cs x s x
x

 
 


 

in cui 
1

c  rappresenta la prima costante di integrazione. 

Per quest’ultima, la soluzione, che risulta composta dalla somma 

dell’integrale generale dell’omogenea associata e di una soluzione parti-

colare della non omogenea originaria, può scriversi nella forma: 

1 2 2

T 4 5

2

2

c
( ) c c

x x
s x e e

 




     A.28 
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essendo, come è possibile verificare, 

2

2
T ST

2

 



  A.29 

L’integrazione del precedente sistema di equazioni differenziali 

conduce alle seguenti soluzioni in termini di spostamenti e rotazioni a 

partire dalla funzione di scorrimento. 

Posto 

2   

T   

T   

T   

T
( ) ( )s x s x  

S ST
( ) ( )u x u x  

e rinumerando le costanti di integrazione, si ottengono le seguenti: 

0

1 22

c
( ) c cx xs x e e 



     A.30 

S 1 2 0 3 4

21
( ) c c c c c

1 2

xx xu x e e x 

 

 
     

    

 A.31 

CO 1 2 0 5 6

2

( ) c c c c c
1 2

xx xu x e e x 

 

 
      

    

 A.32 

 

 
1 1

1 2 0

0

5 3 6 4

2

2

1
( ) c c c

21

c
c c c c

sf

sf sf

xx xx e e
y

x
y y

  


 



 
    

    

 
     

 
 

 A.33 

 
 

 
1 1

1 2 0

0

5 3 6 4 10

3

2

2

1
( ) c c c

2 31

c
c c c c c

2

sf

sf sf

xx xv x e e
y

x
x

y y

   

  




 
    
  
 

 
      

 
 

 A.34 
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